C. II. 斯 特 列 可 夫 著 


本 书 采 根据 苏联 技术 理论 书籍 出 版 社 (Tocrexasrar) 出 版 的 斯 特 列 可 
“ 沁 (C .1. Crpexk08) 著 “ 振 动 理 苍 引 论 > (BBexegne B Te0pu KOIeGaHHH) 
1951 年 版 滁 出 , 原 书 烃 苏 联 高 等 教育 部 审定 作为 高 等 学 校 的 到 科 书 。 
中 基本 暂 分 为 二 册 出 版 ,本 册 为 下 册 , 内 容 讲 租 具有 多 个 自由 度 的 米 性 
条 粮 中 的 振动 ,以 及 其 在 科学 技术 上 的 应 用 。 
水 书 由 何 丸 蛟 、 王 署 健 两 同志 合 波 , 由 何 文 蛟 同志 校订 。 


振 动 理 葵 引 论 
下 册 : 


C. 开 斯 特 列 可 夫 著 
何 文 蛟 王 畴 人 刍 况 
高 等 数 家 出 版 社 出 版 北京 琉璃 顾 170 号 
(北京 市 奏 刊 出 版 业 营 业 角 可 媳 出 字 第 054 号 ) 
京华 印 书 局 印刷 新华 书店 总 烃 售 


锋 一 将 号 18010*416 开本 850X1168 1/s2 印 级 4 8/16 字 艇 111,000 印 数 0001 一 8,500 
1958 年 8 月 第 1 版 1958 年 3 月 北京 第 1 次 印刷 定价 C8) 羊 0.55 


下 册 目 录 


第 二 篇 “有 具 多 个 自由 度 的 线性 有 条 葬 中 的 振动 


第 一 童 具 责 个 三 | 出 度 的 系统 中 的 振动 本 pi 
§ 58. 关于 确定 自由 度数 揭 概 村 9098 
§ 54， 具 两 个 自 由 度 的 系统 的 例子 295 
§ 88, 部 分 有 系统 与 全 系统 so 2986 
$ 中 在 无 阻尼 的 两 个 电感 耦合 过 路 的 系统 中 的 固有 振动 ……… ee 229 
§ 57， 条 统 的 加 有 频率 与 角 路 间 类 谐 比值:) 的 依存 关系 234 
§ 58， 在 只 两 个 自由 度 的 无 摩 氛 对 纯 中 (一 般 情 形 ) 的 固有 捍 动 的 理论 ……… 236 
$ 59， 强 性 耦合 摆 的 固有 振动 ee 241 
§ 61. 回 有 绒 率 是 最 小 值 a a 247 
§ 62., 两 个 采 统 的 磷 合 与 艳 合 度 ( 丽 个 采 统 的 相互 作用 ) EA 249 
$ 68， 在 大 耦合 度 情 况 下 前 振动 和 pl 
§ 64. 具 两 个 自由 度 的 系统 在 有 麻 欣 时 的 图 有 振动 255 
$ 65， 县 小 阻尼 的 电感 耦合 肖 路 中 的 固有 振动 enn 和 en 259 
§ 66。 芋 外 力 对 具 责 个 自由 度 的 然 阻 尼 的 有 系 煽 的 作用 261 
§ 67， 具 南 个 自由 度 的 系统 尖 有 阻尼 时 的 受过 振动 267 
$ 68。 系 炉 的 复数 涛 数 ora 
$ 69。 关于 采 统 的 共振 类 认 的 构 壕 ee 275 

7Y0， 超 外 差 电 的 中 频 泪 波 器 的 里 算 278 

第 二 章 “” 具 多 个 自由 废 的 线性 系统 中 的 振动 gel 
8 7。 县 多 个 向 由 度 的 粮 性 振动 条 巧 的 一 般 性 叶 a ey 281 
§ 72， 钴 呵 氛 力 的 系 糙 中 的 加 有 气动 284 
$ 78， 附 有 三 个 小 珠 的 纺 的 图 有 振动 9 
§ 74。 正 旭 全 标 de 0208 
: § 75B. 正 则 航 标的 正 奖 性 Ee ed nn i D04 
§ 76， 固 肖 拔 动 的 能 量 和 正 则 振动 的 能 量 a a 297 
§. 77, 《正则 佣 称 标 尺 的 变化 ee de a 299 
§ 78. 附 有 小 珠 的 怠 的 正则 从 标 a 301 


§ 79. 


落 炉 的 固 消 锋 带 相 靠 的 情 洒 303 


II 目 录 


§ 80， 一 企 或 是 几 个 因 有 频带 等 于 办 304 
§ 8 具 多 个 自由 度 的 采 业 在 有 限 尼 的 情况 下 的 握 吉 0 306 
$ 8 在 无 阻尼 系统 中 的 受 迫 振动 ………… mo 308 
$ 88， 具 多 个 自 由 度 的 系统 在 有 摩 探 情况 下 的 受 2 313 
§ 84， 同样 环节 (元 件 ) 的 5 链 ? 人 816 
§ 85， 均匀 元 件 的 链 中 的 固有 振动 …… eR 318 
§ 86， 均匀 元 件 的 链 ( 泪 波 器 ) 中 的 受 迫 气动 ee 325 
三 章 ， 具 落 布 参数 的 振动 系统 .…………. 和 335 
§ 87， 具 分 布 参 数 的 均匀 系 迷 A bo ee A EE 385 
§ 88， 和 做 阻 尼 的 均匀 分 布 采 统 的 轿 有 扰动 pe ne 4 
~ § 89， 在 非 齐 次 边界 条 件 下 的 固有 振动 的 例子 nn 850 
3 90， 固有 振动 波形 的 正 交 性 ee 人 ee BE 
S 91。 具 阻 尼采 流 的 固有 握 动 e858 
§ 992, 具 分 布 常数 的 风 匀 采 闹 中 的 受 近 振动 ， Sb 


考 参 双 献 入 你 机 昌 二 届 自 在 由 大 生 才 生生 各 和 各 (YETTETTELLEL RTEREYYETETLTEE) 人 的 82 


县 珊 个 目 由 度 的 系统 中 


$ 53. 关于 确定 自由 度数 的 概述 

在 确定 振动 系统 自由 度数 的 时 候 , 应 该 注意 一 些 附带 的 条 件 。 
这 些 条 件 , 我 们 在 $1 中 从 析 具 一 个 自由 度 的 系统 时 , 使 早已 提 到 
过 。 就 具 一 个 自由 度 的 振动 系统 的 普通 例子 (在 弹 由 上 的 质量 ) 而 
车 ,假如 注意 到 质量 在 丛 站 平面 中 的 摆 式 振动 时 ， 便 可 以 把 它 当 作 
是 具 两 个 自由 度 的 系统 (图 159); 
其 次 ， 假 如 质量 还 会 在 与 前 一 丛 
_ 查 平 面 得 让 的 另 一 鲍 站 平面 中 振 
动 ， 闭 末 ， 悬 在 弹 多 上 质量 的 振 
动 ， 便 可 以 当 作 是 具有 三 个 自用 
度 的 振动 ;再 ,假如 答 轩 这 样 的 起 
始 条件 : 强 筑 的 各 个 小 环 都 产生 ”小 
振动 ， 例 如 具有 如 图 160 所 示 的 下- 
闭 种 形式 , 那 末 ,这 种 在 弹 移 上 时 “2 
量 的 振动 便 应 该 当 作 是 具有 无 穷 个 自由 度数 系统 中 的 振动 。 

前 面 公称 指出 过 ,为 了 分 析 在 弹 痪 上 质量 的 振动 ,必须 以 一 定 
的 方式 答 册 起 始 条 件 。 将 质量 沿 鸳 直 方向 拉 开 ， 并 党 这 一 方向 答 
质量 以 冲击 时 ， 那 未 ,这 时 质量 所 作 的 振动 ， 可 以 当 作 是 具 一 个 自 
由 度 系 统 中 的 振动 。 a - 

”假如 人 质量 的 起 始 位 移 和 束 度 ,是 在 同一 欠 音 平面 内 , 那 末 ， 振 


的 振动 
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动 便 类 似 于 具 两 个 自由 度 系 状 中 的 振动 , 余 类 挫 。 

然而 , 这样 的 说 法 并 不 总 是 正确 的 。 例 如 ,假如 当 强 伐 上 的 质 
量 作 摆 式 振动 的 频率 , 搂 近 于 同一 质量 作 给 让 振动 的 固有 频率 时 ， 
或 者 当 铝 杞 振动 的 频率 比 摆 式 振动 的 频率 大 一 们 时 ， 在 激发 钠 交 
振动 时 ,会 产生 摆 式 振动 ,在 激 屠 摆 式 振动 时 ,也 会 产生 倘 丰 振动 。 
在 这 里 会 发 生 复 杂 的 运动 ， 然 而 关于 这 种 复杂 振动 的 基本 情况 是 
可 以 想像 的 。 将 质量 沿 铝 雷 的 方向 向 下 拉 , 然 后 放 开 , 我 们 便 激 发 
起 择 的 丛 直 振动 ,但 这 时 由 于 我 们 所 和 给 的 冲击 ,或 者 由 于 其 他 偶然 
的 冲击 ,会 产生 不 大 的 摆 式 振动 。 在 这 种 状态 下 的 系 芋 ,将 大 致 接 
近 于 具有 交 变 长 度 的 摆 。 择 的 长 度 以 这 样 的 频率 变化 ， 以 至 可 能 
产生 参数 共振 。 于 是 , 摆 式 振动 开始 填 长 起来 ,当然 ， 这 种 增长 是 
千 减 小 给 直 振 动 的 能 量 而 得 来 的 。 因 此 ， 假 如 摆 式 振动 的 固有 频 
这 不 楼 近 于 俩 直 振 动 的 国有 频率 〈 或 者 不 接近 于 锥 直 振动 的 固有 
频率 的 一 年 ), 在 一 定 的 起 始 条 件 下 ， 可 以 把 县 在 弹 筑 上 质量 的 报 
动 看 作 是 具有 一 个 自由 废 的 运动 。 在 这 种 情况 下 ， 视 量 的 运动 和 
狂 让 运动 很 相近 ,“ 不 明显 的 ” 摆 式 振动 不 会 使 系 业 的 运动 发 年 原 
刚性 的 变化 。 

在 这 一 轿 里 ,我 们 将 因明 ,一 个 系 舟 有 多 少 个 自由 庆 ， 它 便 有 
多 少 个 固有 频率 。 因 此 ,一 般 仅仅 在 这 种 情况 下 , 即 当 某 些 自由 度 
所 关联 的 疾 率 ， 和 系统 在 一 定 的 超 始 条 件 下 作 振 动 的 频 检 相 潍 很 


多 , 那 末 , 由 于 某 种 侦 然 的 冲击 ， 虽 然 也 产生 频 第 十 俱 高 的 强手 的 
侧 振动 ,但 当 有 由 名 站 的 起 始 冲 击 所 引起 的 钠 址 振动 时 , 侧 振 动 很 
不 易 察觉 。 因 而 我 们 可 以 把 这 强 移 看 作 吓 “没有 惯性 的 "?， 并 且 不 
去 留意 强 赞 在 给 直 振动 时 各 小 环 所 发 生 的 微小 颠 动 这 样 一 来 ,一 
个 复杂 系 航 中 的 振动 ， 是 否 可 以 近似 地 当 作 比 较 简 单 系 箔 中 的 拔 
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动 , 那 就 要 看 与 所 忽略 坐标 相关 联 的 频率 的 相对 大 小 如 何 来 决定 。 


$ 54. 具 丽 个 自由 度 的 系统 的 例子 

1) 双 有 物理 摆 ( 图 161)。 肠 体 4 可 以 秋水 平 划 0 作 小 振动 ,和 胸 

体 8B 电 可 以 炎炎 0 作 小 振动 ,四 0' 与 轴 0 平 行 , 并 牢固 地 与 物体 
4 结合 着 。 


圈 161. 半 162， 
“假如 轴 0 与 轴 0' 间 的 距离 ,由 加 到 这 些 物体 质 必 的 距离 ， 以 
及 这 些 物 体 对 平行 于 旋转 轴 的 某 一 畏 的 转动 惯量 为 已 知 时 , 痢 末 ， 
关于 振动 方面 的 问题 , 便 可 以 作出 解答 。 
2) 两 个 县 在 弹 赛 上 的 质量 (图 162)。 这 里 所 指 的 是 wa 和 wm 
二 个 质量 的 名 次 振 动 。 图 162， 5 所 示 的 例子 ,在 原理 上 与 加 162, 0 
没有 什么 区 别 。 : 
3) 悬 在 两 个 弹 换 上 的 染 的 振动 (图 163)。 在 这 种 情形 下 ， 间 
题 是 关于 梁 在 鲍 址 平面 中 所 作 的 小 振动 ， 这 梁 是 基 在 具有 刚度 条 
数 bi 和 i bs 的 两 个 强 黎 上 ,假如 已 知 梁 的 质心 的 位 置 , 已 知 梁 的 质 


量 的 大 小 以 及 对 于 水 平 二 的 转动 惯量 ， 那 未 ， 关 于 振动 方面 的 于 
题 , 便 可 以 得 出 解答 。 2 
4) 由 两 个 耦合 的 电 过 路 所 租 成 的 系统 中 的 振动 。 
图 164, &, 6, 6, ?，0 是 这 种 
< 系统 的 一 些 例子 。 两 个 过 路 间 
们 的 电 振动 的 耦合 ， 可 以 用 很 
= 之 。 ”多 不 同 的 方法 来 实现 。 例如 ， 
[ NH | ] 图 164o 表 出 了 电 威 而 合 ， 图 
Fs 一 bh 一 -| 1646 表 出 了 电容 覃 合 图 
wh : 164, 4 表 出 了 混合 耦合 ， 图 
164, ? 表册 的 也 是 
电 凑 看 合 ， 但 这 一 
系统 与 图 164, 6 所 
示 的 系统 是 有 区 别 
的 。 图 164,0 起 
册 了 电 洗 而 合 的 例 
子 ， 这 一 攀 合 是 用 
在 公共 电路 中 的 欧 
3 媚 律 电阻 来 实现 
图 164. 的 。 : 


了 35. 部 分 条 粮 与 全 条 蒜 


由 前 一 所 纹 的 例子 中 可 防 看 出 ,一 个 复 巡 的 系统 ,可 以 当 作 
是 由 雨 个 各 具 一 个 自 由 诬 的 系统 互相 耦合 所 粗 成 ， ， 在 这 里 耦合- 
两 字 的 意义 是 : 系 六 甲 中 的 振动 会 影响 另 一 个 系 闵 乙 中 的 振动 ，/ 反 
过 来 , 乙 中 的 振动 也 会 影响 四 中 的 振动 。 

”要 委 析 复杂 系 寿 中 的 物理 现象 必须 把 各 个 条 狐 中 的 振动 和 
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性 型 清 楚 ， 粗 成 复杂 的 全 系 浆 的 各 个 系 六 称 为 部 修 系 统 。 首 先 要 
知道 : 复杂 系统 是 由 哪些 部 修 系 纹 , 哪 些 具 一 个 自由 废 的 系 六 所 粗 
成 的 ; 耦合 , 亦 序 部 牙 系 革 的 振动 之 问 的 相互 作用 ,是 怎样 实现 的 ， 
部 分 系 入 的 特性 和 它们 之 间 的 褐 合 又 是 怎样 决定 着 双 条 级 中 的 过 
程 。 所 有 这 些 , 对 于 要 弄 清 责 个 系 装 半 相 互 作用 的 情况 ,都 是 必需 
的 。 现 在 来 关 明 ,两 个 过 路 闻 的 相互 作用 由 什么 求 决定 , 它 依 存 于 
什么 ， 以 及 在 实际 中 ,什么 时 候 可 以 把 它 忽略 , 从 而 可 以 把 每 个 部 
分 系 笑 中 的 振动 当 作 是 独立 的 振动 。 通 常 这 样 回答 这 些 间 题 : 当 
祝 合 小 时 , 闭 末 使 可 以 把 每 个 系 航 当 作 是 绰 独 的 系统。 一 般 说 来 ， 
这 是 正确 的 。 全 与 什么 相 比 ,未 合 应 该 显得 小 呢 ? 怎 样 的 而 合 才 算 
是 够 大 呢 ? 以 及 当 厢 合 是 怎样 的 什 时 ,就 必须 苍 析 在 复杂 系统 中 的 
派 动 呢 ? 一 要 解答 所 有 这 些 同 题 ， 只 有 在 这 种 基础 上 , 即 分 析 了 
复杂 釜 系 航 的 各 个 部 邹 系统 ， 
和 并 弄 清 了 各 部 分 系统 之 间 的 互 
相 作 用 的 规律 以 后 , 才 有 可 能 。 
一 个 全 系 航 是 由 哪些 个 别 
系统 或 者 部 分 系统 所 和 组成， 在 
一 般 情 况 下 ， 并 不 总 是 能 够 叭 
一 地 确定 的 。 例如 在 图 164, %， 
所 示 的 系统 的 情形 中 ， 全 邓 芋 
由 哪些 迎 路 租 成 看 得 很 清楚 ， 
而 在 图 164, 2 以 及 其 他 各 图 的 
情形 中 , 却 不 很 明显 。 其 实 ,图 
165, a 所 示 的 系统 ,可 以 当 作 是 由 因 165， 6 所 示 的 过 路 所 租 威 。 也 
可 以 当 作 各 图 165， 6 所 示 的 人 过路 所 粗 成 。 
今后 将 按照 下 现 准 旭 IE 
个 坐标 相对 应 的 部 分 系 儿 就 是 这 样 一 种 系统 , 朗 除 恋 坐 标 外 ,合生 


图 165. 
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系 闵 中 所 有 5 全 的 举 标 全 等 于 震 , 这 时 由 至 条 义 得 到 的 部 .条 区 ， 
便 是 与 该 坐标 对 应 的 部 分 系 纹 ， 因 为 今后 总 是 将 每 个 在 平衡 位 世 
的 从 标 选择 为 霸 , 那 末 , 坐 奈 恒 等 于 霸 继 异 于 “刚性 的 固定 ”， 继 异 
于 没有 沿 该 坐标 运动 的 可 能 性 。 例 如 ,图 166 所 示 的 系 和 统 , 有 两 个 
坐标 和 zz, 这 十 个 华 标 对 应 于 弹 筑 由 年 衡 位 电 的 形变 ,因此 , 它 
包含 十 个 部 分 系 入 : 1) 对 应 于 梁 在 名 站 于 FE 面 内 图 绕 着 绰 壮 zs 的 支 
点 的 旋转 , 部落 振动 在 具有 坐标 zi 的 弹簧 上 进行 ( 圈 166, 4)，2) 
对 应 于 梁 转 绕 着 强 里 wx 的 支 We 166, 6)。 

和 其 一 个 自由 度 的 系 


, a » y 图 ZN . 
,/ e ， ” 航 一 样 ， 每 个 部 分 条 入 有 
全 ”一定 的 固有 频率 ， 我 们 以 


ol 后 用 入 和 w。 来 代表 部 分 
~ ”频率 。 
® pe 2 在 电路 中 ， 如 时 我 们 
2 之 。 把 某 个 元 件 中 的 电流 取 作 
一 一 一 一 一 一 S|。 独立 坐标 ， 全 该 华 标 恒 等 
pe 于 霸 ， 这 相当 于 在 电路 中 

: 图 166， 把 这 个 元 件 “ 断 开 ”。 例 如 
在 轿 167 所 示 的 系 久 中 , 取 电 流 二 和 7s 当 作 独 这 坐标 , 浇 末 , 倪 和 柔 
统 便 是 由 十 个 部 分 系 入 (图 168, % 和 168, 6) 租 成 的 。 

` 由 这 些 例子 可 以 看 出 , 随 着 独立 坐标 选择 得 不 同 , 可 以 用 不 同 
的 方法 将 至 系统 修 解 为 一 些 部 牙 系 统 。 例 如 ， 对 于 在 强 竹 上 梁 的 
振动 (图 163 和 图 166) 而 言 ,我 们 就 可 以 选择 另外 的 坐标 , 即 届 
是 梁 的 质心 在 铝 交 方向 的 歧 离 ， 又 设 少 是 梁 团 米 通过 质心 的 水 用 
各 旋转 的 角度 。 于 是 ,和 图 166 所 示 的 部 分 系统 比 起 来 ,这 种 部 分 
系 糙 将 完全 是 另 一 种 情况 ， 一 个 部 分 系 业 对 应 于 梁 在 锥 站 平面 内 
平移 ， 另 一 个 部 分 系 综 对 应 于 染 畴 秒 通 过 质心 的 辆 转动 。 就 电路 
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而 言 , 世 正 是 一 样 ,例如 在 图 167 所 示 的 过 路 中 ， 可 以 把 流 过 绞 圈 
的 电流 取 作 坐标 ,这 时 ,部 分 系统 将 又 是 一 样 。 在 图 169 上 玉江 了 
与 这 种 部 俱 系 航 相 对 应 的 过 
路 。 

一 般 说 来 ， 在 一 个 全 系 芋 
中 ， 可 以 用 各 种 不 同 的 方法 选 
返 和 独立 坐标 ,因此 ,要 将 倪 系 入 Hl 
牙 解 为 部 修 系 统 ， 也 就 有 各 式 图 167. 
各 样 的 方法 。 在 一 定 的 超 始 条 件 下 ， 基 本 系统 中 的 运动 总 是 相同 
的 。 但 是 ， 当 坐标 取得 不 同时 ， 运 动 的 w ， 
形式 却 又 是 一 样 。 


图 168， 


§ 36. 在 朱 阻 尼 的 两 个 电感 厅 合 巡 路 
的 系统 中 的 固有 振动 
现在 来 本 客 在 两 个 电 威 耦合 的 旬 路 中 的 电 振动 ， 这 过 路 的 参 
数 如 图 170 所 示 。 如 果 把 过 路 中 的 电流 五 和 全 选 作 独 立 华 标 ， 那 
末 , 每 个 通路 的 电压 的 方程 式 可 以 写作 : 


oe 小 Tdit 1 eo 
. (56.1) 
也 > Ladi M b=0 
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© 1 多 1 二 
N23 56.2) 
L1 Cr oO “ 


对 (56.1) 进 行 微 分 ,并 将 (56.2) 代 人 ， 我 们 便 得 到 确定 电流 的 下 询 
微 修 方程 粗 : 
a a [2 


| 


(56.3) 
六 十 37 十 天 0。 
假说 方 释 胡 (56.3) 组 有 下 
“ 列 的 特 解 : 
了 一 A Gog( wl + p), 


eA 六 _ Gog{ /十 p), 
(856.4) 
其 中 4, B,9 和 Lo 都 是 常 
六 470. 量 。 和 将 (56.4) 代 人 (56.3) 
中 ， 便 得 到 确定 未 知 量 的 两 个 普 遂 方 种 演 : 
(N32 一 (02) 巡 一 天 一 人， 
了 加 (56.5 ) 
2 — 2) B=0., 
在 方程 式 (56.5) 中 ,只 包含 着 4, 8B, 和 三 个 量 。 因 此 ,在 (56.4) 中 


的 相位 9 荀 时 可 以 是 任意 的 。 方 程式 (56.5) 是 关于 振 甩 4 各 的 
雨 个 齐 次 方程 式 的 租 ， 因 上 距 ， 击 (56.5) 只 能 求 出 ee 败 的 二 
和信。 仅仅 在 方程 Po 5) 的 行列 式 壬 于 需 的 荣 件 下 ， 即 正式 成 记 
时 ， 


人 Me ，， 
一 (13 一 02) (32 一 02) 一 天 天 的 0, 


A dD 
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4 各 闻 有 一 定 的 储 。 上 式 是 一 个 方程 式 ， 养 可 由 它 来 确定 振动 
频率 %。 引 用 表示 符号 X= EF X 这 个 量 称 ; 
系数 , 那 末 ,关于 频 达 的 方程 式 可 以 改写 为 : 

(1 一 %2)o8 一 (203 十 03 )02 十 2322 一 和. (56.6 ) 
四 坎 方 程式 (56.6) 的 解 ， 提 供 了 系统 可 能 发 生 的 诗 振 动 的 两 个 频 
这 的 全 


di 十 % 士 VCn3 十 %3)? 一 4(1 一 X?) 0278] ， 


1 RY coy: 


(56.7) 
因 下 ,在 系统 中 可 能 有 具有 频率 1 或 %; 的 谐振 动 , 频率 ol 和 os， 
与 柔 统 的 部 分 频率 %1 有 | ?%2 ni 的 ,仅仅 当 
多 一 > 
时 ;, @1 利 wz 才 欧 近 于 和 7%w2o。 直 (56.7) 求 天 了 ol 荐 岩 它 代 人 大 
程 组 (56.5) 玉 后， 我们 便 得 到 对 应 于 频率 ol 的 41 和 Bi 的 比 备 。 
在 这 种 情况 下 , 方 称 式 456.5) 可 以 写 为 : 


4 wh 入 二 
2141 一 0， 


(2 一 2)41 一， 
(We 1 I 


yA 
元? 141 一 (923 一 01 A 一 0 
由 这 里 得 : M., 
a (56.8) 
ee ee ee rf 
4 Ms m3 — 2 和 。 
L1 


其 中 如是 关于 频率 wi 的 十 个 振幅 的 比 储 ， 也 就 是 由 系统 参数 所 
决定 的 常数 。 因 此 , 在 一 个 进 中 中， 频率 wx 的 振动 振幅 可 以 是 任 
总 的 值 , 可 是 在 另 一 过 路 中 ,这 同一 频率 的 振动 振幅 和 第 一 个 迎 路 
中 的 振幅 之 间 ， 总 要 保持 (56.8) 的 一 定 比 储 ，%i 这 个 量 称 为 关于 
十 个 华 标 的 糯 率 为 oi 的 振幅 落 栅 系数 。 

对 频率 ws? 的 振动 而 茄 , 也 完 休 一 样 ， 我 们 可 以 求 出 另 一 个 振 
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幅 于 全 hs, 它 等 于 


2 
a (人 
ke, 要 人 三 21 区 < Ei . (56.9) 
3 MN, N32 一 和 3 
林山 3 
Li 


方程 式 (56.3 ) 的 通 解 , 或 者 近 路 系 芒 中 电流 的 震动 ,在 一 般 的 

情形 下 , 具有 下 刻 形 式 : 
下 二 41co08(@ 下 十 多 1) 十 如 sc08( 四 光 十 92 )， 
72 一 4181 cos(@it 91) + Asks cos st + P2), 

其 中 41, 42, 91, 9; 是 决定 于 起 始 条 件 的 任意 常数 。 

每 个 角 路 中 的 振动 都 合 有 频率 为 61 和 os* 的 两 个 谐振 动 。 莽 
下 在 十 个 过 路 中 ， 同 一 频率 的 振动 共有 相同 的 相位 。 同 一 频率 的 
振动 振幅 的 比 健 ( 从 布 系数 ) 依 存 于 系统 的 构 和 进 ， 而 与 起 始 条 件 抱 
关 。 

省 这 ol 和 wo。* 称 为 两 近 路 系统 的 固有 频率 。 关 于 系 匡 中 的 振 
动 [ 公 式 (56.10)j] 可 以 这 样 来 摘 述 : 振动 包含 着 频 淋 为 m1 和 oo 
的 两 个 固有 谐振 动 ， 而 每 个 振动 是 同时 在 两 个 迎 路 中 爸 生 的 。 如 
果 两 巡 路 间 的 斐 合 不 等 于 雳 ， 那 末 ，8 和 加 就 不 会 为 需 [ 参 考 
(56.9),(56.8) 和 (56.7)j], 因 下 ,在 两 个 过 路 中 ,一般 每 个 固有 频率 
的 振动 都 会 有 。 而 然 法 在 想 合 过 路 中 选择 这 样 的 起 始 条 件 ， 使 得 
在 一 个 过 路 中 的 频率 为 01:， 而 在 男 一 凶 路 中 的 频率 为 ww。 因此 ， 
一 般 说 来 ， 每 个 过 路 中 的 振动 都 是 非 谱 的 。 如 果 频 率 ol 和 os 彼 
此 很 相近 ,那么 ,振动 便 带 有 拍 的 特性 , 这 就 是 说 ,振动 与 洪 振 动 相 
似 , 在 这 种 谐振 动 中 ,振幅 作 周 期 性 的 变化 ,时 而 增加 ,时 而 减 小 。 

然而 ,也 不 难 选择 这 样 的 超 始 条 件 , 使 得 在 雨 个 迎 路 中 产生 同 
一 频率 (1 或 者 os) 的 振动 ,也 就 是 产生 谐振 动 。 

例如 ,假如 在 起 始 肥 闻 当 守 =0 时 ,=0 7 一 Ra 六 = 0, Ls= 
=0, 测 末 , 奖 这 些 代 天 (56.10) 中 ,我 们 使 得 到 下 刘 方 程式 : 


(56.10) 
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= A1COS PI A C08 Po, 
big = Aik] cog Pi Ashy 008 Ps, 
0 一 CO141Sm 1 wed Sn 9,, 
0 一 ctpi41Sin pi Walydo Sin po. 
假如 oz 天 oo 和 寻 天 %, 那 末 ， 由 后 责 个 方程 式 可 每 : 91 一 92 二 0， 从 
而 由 前 两 个 方程 得 : 
u = A 二 4s, 
kt = Aki Aok,. 
四 上 式 知 : 4=0, 41==4。 因 此 ， 在 册 路 中 的 振动 脆 具 有 下 刘 形 
a 
i= Cog wt, Ts=aki GO8 (wt, 
er 到 ,我 们 有 队 可 以 利用 这 一 情况 ,由 洋 oe 固有 频 
率 。 假 如 由 于 基 神 理由 , 莒 如 ,在 两 个 同样 的 辜 合 明 路 中 ， 
你 的 理由 ， et i 由 这 样 一 种 起 始 条 件 , 在 其 备 这 种 条 件 时 ， 迎 
中 的 振动 应 该 是 谐振 动 , 首 末 ,这 种 拓 动 的 半 率 是 和 可 有 频 雁 。 
将 这 一 准则 应 用 于 下 壕 机 械 系 欧 时 , 特 若 清楚。 例如 ,有 十 个 
同样 的 摆 , 出 弹 移 看 合 起 相国 171), 天 
EE Sr 二 a et 


i “， 每 个 探 部 ey 这 条 
振动 的 频 雁 是 对 系 的 一 个 固有 有关 夷 ， 例 
如 wi。 并 潜 南 个 摆 在 超 始 盟 关 ， 分 别 
各 左右 两 边 偏 离 一 个 同样 的 和 角度 时 ， 那 
未 , 振动 还 是 落 振 动 , 不 过 这 种 振动 的 频 
案 是 另 一 个 园 有 频 这 ws。 不 难 理解 , 四 于 强 贡 长度 的 振动 ， 频 率 
v2 之 vw1。 在 这 种 情 形 下 ,两 个 部 分 频率 是 相同 的 ,并且 每 个 部 分 频 
率 和 都 对 应 于 当 一 个 摆 固 定 在 况 止 位 从 时 男 一 个 控 的 振动 。 显 然 ， 
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em ee ee 


每 一 个 部 分 频率 者 大 于 ol, 但 小 于 wz。 其实, 在 频率 为 @1 的 振动 
时 ， 强 敌 的 长 记 不 变 , 从 而 它 的 刚度 不 影响 振动 的 频率 ;在 以 部 分 
， 弹 移 的 刚度 使 摆 的 拓 动 类 率 增加 ; 在 以 频率 os 振动 
弹 欣 的 中 点 是 欧 止 的 , 因此 ,作用 于 每 个 摆 上 的 强 贤 ， 前 性 比 
ee 
$ 37. 系 六 的 国有 阔 率 与 通路 间 失 谐 


人 依存 关系 


现在 来 看 看 , 当 变 更 基 个 部 分 频率 ,例如 当 变 更 % 时 ,有 系统 的 
詹 有 手 率 将 怎样 变化 。 今 频 这 和 2 保持 不 变 ,， 而 将 % 田 0 变 到 co， 
为 了 方 使 起 昂 ,在 计 论 中 引用 比值 /0 序 两 个 部 分 频率 的 比 储 ， 
纱 值 "3/ 邓 = 表征 过 路 的 失 谐 。 应 当 提 出 : 当 《=1 时 , 失 谐 为 最 
小 什 ; 而 当 上 =0 或 上 =co 时 ， 失 畜 为 最 大 笛 。 假 如 把 固有 频率 1 
和 oy 电 表 为 与 频率 局 的 比 , 潮 末 ， 我 们 得 到 无 因 次 形式 的 频 夷 依 
位 关 了 有 系 。 全 21 二 3/n3， Z2 = 2/n2 避 民 z=02/n3 1。 那 未 ,方程式 
〈56.6) 可 以 改 写 为 : 

(一 和 2) 呈 一 (十 E)z 十 和 一 0. (57.1) 

当 碍 合 系 数 % 是 给 完 
筷 时 ， 由 .上 式 折 求 出 
的 2 和 > 是 5 的 卫 
数 。 不 难 确 信 ，z(&) 
是 一 个 双 曲 匀 方 程式 
( 间 -172)。 

当 和 一 0 时 ,zi 一 0， 


人 


D2 = [一 ， 当 E_>oo 


172, , RN 
. 时 ， 21->1, Zo—>00。 
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rt 


z 二 1 是 当 6->co 时 > 这 一 支 的 渐 近 粮 , 另 一 支 2 的 潮 近 嫉 的 方程 
ae 


这 根 潮 近 绫 如 轿 172 上 上 的 直线 所 给 

图 172 上 的 直线 z=1 可 当 作 是 与 部 从 频率 加 ote 

一 部 分 频 这 是 保持 不 变 的 。 覃 钱 *= :上 对 应 于 部 分 频 琴 
a wb 2 对 应 于 wz。 因此 ,由 关上 可 以 看 唱 : 

wo > >NR > >> > 1 (B77 

TT 总 是 介 于 回 有 频率 之 章 。 当 万 小 契合 时 , 01 遭 近 于 部 分 
活 这 : 当 6 之 1 时 ，ol 莫 近 于 ,或 者 当 65>1 时 ，oi 趋 近 于 ;而 
当 上 <-1 时 ,os 移 近 于 %， 当 5>1 时 ,os 和 趋 近 于 mo。 在 % 为 给 定 
复 的 情况 下 ， i ne nn 1) 时 ,固有 频率 与 部 分 频 
玖 有 显著 的 盖 别 。 当 过 路 闻 的 失 谐 坊 大 (6 一 0 或 5 一 cc) 时 ， 回 有 
fet eat 。 当 5 一 0 时 ， 


ol 
Vo 一 一- DC 二 2 玉 
或 0 CD1 一 > 们 。 
1 pe ye 


当 m0 时 ,固有 频率 1 荡 于 需 , 而 固有 频率 24>- de 二 二 将 大 


了 于 另 一 钵 路 的 频率 。 因此 ， 刘 果 将 一 个 电容 咒 短 路 ， Se Be 时 路 
附近 帮 一 短路 的 电 有 改线 图 ， 那 示 ,退路 的 固有 频 这 就 会 填 高 。 
当 5co 时 ， 入 一 名 这 o0 ,可 是 在 这 种 情形 下 ,最 好 取 


2 (57.4) 
ns SS 
Ws 
是 就 是 o* 一 一 一 二 3 I 而 1 或 CI 一》 ?01 。 
1— 2 
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当 5=1 时 , 朗 当 两 部 分 频率 相等 时 ,由 (57.1) 推 思 : 


Do 


1 1 
Zi 二 2&o 一 -一 与 7 .5 
1 1 十 和 2 1 一 % ( » 
或者 CO1 一 EN (D9 一 a 
1A 1 十 %Y AT 一 % 


随 着 耦合 的 增加 ,固有 频 李 与 部 处 频率 的 棚 差 越 来 越 大 , 当 失 兹 比 

亚 大 时 ,也 费 年 这 种 相差 , 但 区 不 至 相 莽 到 这 样 的 称 度 。 益 实 ， 在 
(57.3) 和 (57.4) 的 分 母 中 有 入 而 这 里 (57.5) 的 和 分母 中 是 X 的 一 次 
项 。 因 为 Y<1 所 以 当 坝 个 角 路 调谐 在 间 一 个 部 分 频率 6=1 时 ， 
神 合 XX 对 于 固有 频率 与 部 分 频率 的 差 所 产生 的 影响 最 大 。 


$ 58. 在 具 两 个 自由 度 的 无 计 榨 系 六 中 
(一 般 情形 ) 的 固有 振动 的 理论 
用 zi 及 zs 来 代表 条 入 的 两 个 独立 华 奈 , 闭 未 ， 系 入 的 位 能 可 
以 写 为 下 列 形 式 ; 
U(w1, Ve) =A11%2 十 20ta21202 十 ooo02 . (58.1) 
要 注意 到 ， 在 斑 衡 位 置 时 , X11 二 0 和 如 一 0。 使 系统 返回 在 衡 位 置 
的 力 , 匀 性 地 依存 于 坐标 。 因 上 引 , 在 平衡 签 代 时, 0 (0,0)=0， 2 
U (wn, v2) 之 0 是 这 样 一 种 条 件 。 在 这 各 条件 下 ， 平 入 位 从 是 
的 ,或 者 在 平衡 仔 电 的 位 能 为 最 小 值 。 由 数学 中 知道 ， a 2 ,及 
zs 为 何 值 , 只 要 下 列 条 件 成 立 : 
011>0，Q2s 之 0 如 及 Ql11052>>03,， (58.2 ) 
则 了 (zu ze)>0。 固 有 振动 是 在 稳定 平衡 位 置 附近 的 运动 ， 因 此， 
对 我 们 所 讨论 的 情形 而 言 ， 似 能 表达 式 中 的 系数 应 该 并 是 条 件 
(58.2 )。 
在 一 般 的 形式 下 ,柔和 统 的 动能 可 以 号 为 : 
T= Buns? +2Borisdy + Bood?. (58.3 ) 
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rp eta oe ownee en 


动能 是 正 香 , 因 班 ,在 能 量 表达 式 中 的 一 些 系数 ， 应 该 满足 一些 和 
(58.2) 式 相似 的 条 件 , 这 些 条 件 是 : 

Bui>0, Bes>0 DR BB> BY,. (58. 生 ) 
租 系 狗 的 运动 方程 式 表 为 拉 格 朗 日 方程 式 的 形式 最 为 简单， 


关于 每 一 个 坐标 的 拉 格 朗 日 方程 式 可 以 号 为 下 齐 形 式 : 


7 29D 人 全 | 
和 人 57 = Qe, (58.5) 


其 中 4: 是 坐标 “方向 的 广义 力 ,对 我 们 所 考虑 的 情况 而 言 ， 广 义 
力 等 于 : 


9U 
3 


因此, 用 通常 的 符号 表示 时 ,系统 的 运动 方程 式 为 : 
Bnivit Buad- Qnrvi drs = 0, 
B11 Porat C12t1 222 = 0. 
具有 us 和 Bwz 的 项 表征 系统 间 的 耦合 , 因 史 ,可 以 引信 优 因 次 的 
烩 合 系数 : 


Wx 一 一 


(58.6) 


y3= ,y= (58.7) 
一 人 一 一 1 ， 
B11 Gao A11 Wy 


这 两 个 耦合 系数 表征 平均 炎 合 能 量 和 群众 系统 中 的 平均 能 量 的 比 
储 。 由 条 件 (58.2) 和 (58.4) 可 以 推出 : 


?71<1, ?2<1， 
系数 Y1: 有 时 称 为 任性 宰 合 系数 ， 而 y。 称 为 弹性 而 合 系数 。 如 时 
Yi1 王 7 二 0, 奢 末 , 部 分 系 社 部 是 税 隔 离 了 的 杀 和 入， 从 而 在 每 个 又 
和 统 中 所 发 生 的 过 程 便 与 其 他 系统 中 的 过 程 急 关 。 


由 方程 式 (58.6) 可 以 看 时 ， 部 分 频率 等 于 ， 


假定 方程 式 租 (58.6) 有 下 列 形式 的 特 解 : 


bdo Webe nt 
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将 这 特 解 代 和 大 (58.6), 我 们 就 得 到 用 来 确定 4, 2 和 .的 方程 式 ， 
《aa 一 02B1)4 十 (a12— Ww2B12)B=0 
z (Qi12— 2B12)4+ (Gog — ?P22)B=0, 
如 果 ， o41 一 002B1 oa 一 2D1s 
| C19 — 2B 1 C92 一 w2 Boo 
则 上 述 关 于 4 和 8B 的 普通 齐 次 方程 租 有 解 。 这 个 (58.10) 式 就 是 
用 来 确定 图 有 频率 2: 和 os 的 万 程式 , 它 可 以 改写 为 ; 
(BiiBzs ~ BY) 一 
We (011B22 + W022 B11— 2010B10) 0? 十 adlaoo 一 4023 一 0 (858.11) 
不 难 永 明 莹 -方程 式 的 根 wx 和 ws 总 是 实 恨 ， 厦 且 部 分 类 挛 (58.8) 总 位 于 ut 和 和 
ws 之 闪 。 让 
gg 一 (BiipBas 一 Bis)22 一 人 aitBas 十 Bitxaa 一 201881872 to da — I; 
那 末 ,%(2) 三 0 是 关于 固有 频率 的 方程 式 。 现在 看 一 看 和 怎样 地 依存 于 %。 根据 (58.,2) 
不 难 确信 


(58.9 ) 


=0, (58.10) 


$0)=a11022 — 4s>0, 
以 Na 
$m)=0( P+)=—(b: 011 一 oa <0, 


11 


p(n8)=0( B22)=—( Be tn 


是 


p( 圭 0 )>0 
$) 因此 ,由 各 g() 且 一 个 如 
圈 173 所 示 的 抛物 旨 。 
由 图 吊 林 以 看 出 : w? 


和 (2 加 pl EE 以 ， 2 


2 [ 乓 1 ioe 2 < pA PR 
222 及 下 介 二 wi 得 ww 这 


a R 
fo D2 -CA 
加 。 半 于 这 一 点 ,在 数 学 


~ 一 一 一 上 可 以 由 下 列 束 实 推出 
阐 T78， 采 统 的 动能 和 位 枪 本 搞 
E 上 都 是 正 值 ; 在 物理 上 这 意味 着 , 仅仅 在 稳定 平衡 位 置 附近 的 振动 才 是 诸 霸 动 。 

条 件 一 一 说 从 拓 达 介子 固有 频 牵 之 间 一 一 的 意义 是 : 当月 
合 时 ， 系 统 的 较 高 的 那 个 固有 频率 ， 将 二 那个 较 高 的 部 外 频 牵 还 
高 , 面 较 低 的 于 个 固有 频率 ,将 线 那 个 较 低 的 部 分 频 牵 还 低 ， 或 者 


Be 


襄 , 在 两 个 隔离 的 系统 之 间 科 车 有 耦合 出 现 , 那 会 使 示 高 的 那个 部 
分 频率 十 高 ， 而 使 较 低 的 那个 部 仇 频 率 减 低 。 当 分 析 一 个 复杂 的 
系 纹 时 ,这 个 简单 的 准则 是 十 分 有 用 的 。 

四 方程 式 (58.9) 可 以 求 因 分 布 条 数 的 备 : 


piBi olBn aa 一 op 
Ai Qi12 — 3 Bi O22 — (3 Bo ) 
58.12 
及 Be . Pe QW12— 2 B12 ( 
> 一 一 2 一 一 i 风 2 
A。 O12 — 3 Bi Coo — (2B 


系数 对 应 于 频率 为 21 的 振动 ,ja 对 应 于 频 雁 为 os 的 振动 。 
在 任何 骤 统 中 的 固有 振动 部 可 以 写 为 : 


21 一 Le 


0 全 
十 A*e 十 oe 十 A#e g 


yy es Ee Po Pa J 
其 中 4* 是 4 的 共 顽 数 ， 我 们 要 记 住 ， 弃 然 关 于 频率 的 方程 式 
(58.11) 是 四 次 方程 式 , 所 以 我 们 必须 写 晶 。 ”的 项 。 ht, 下 是 
抽 个 复数 ,大 且 依 存 于 起 始 条 件 : %1(0), %2(0), %$1(0), $2(0)。 
将 复杂 系统 中 的 振动 用 三 角 醒 数 裘 出 就 比较 明显 。 全 24: = 
= 41ie 9! ， 2 有 = 4se?。, 著 未 
2 一 4cog(ot 十 91) 十 do cog( ot po), 
0 一 814 cog( wt 1) + EAs cog( wat ps), 
其 中 41, 4o, 91, 9%s 是 振动 的 振幅 和 相位 ,它们 决定 于 起 始 条 件 。 
根据 俱 布 系数 的 公式 (58.12) 工 记 住 : 部 分 频 牵 是 似 于 加 有 频 
认 之 闻 ， 便 可 以 确定 :在 悍 隆 看 合 (8 天 0, 91 二 0) 时 以 及 在 强 性 
而 合 (B12 二 0, 0919 头 0) 时， 系数 hh 和 的 符号 都 是 不 相同 的 。 这 
党 味 着 ， 在 不 同 坐标 的 振动 中 ， 有 0 而 田 
个 频率 的 振动 肥 相 位 。 
为 了 于 明艳 合 特性 对 固有 频率 的 影响 ， 在 一 般 情况 , 锯 要 利 
与 (57.1) 胡 似 的 曲线 进行 研 罕 ,可 是 现在 因为 失主 与 频 寿 间 的 依 


(58.13 ) 
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rr 一 一 一 


存 关系 是 一 个 比较 复杂 的 四 疾 曲 锥 , 因 此 ,我 们 便 不 打算 研究 一 般 
情形 ,而 仅 就 部 牙 频 率 相等 的 情况 ,来 看 看 看 合 条 数 与 固有 频率 的 
依存 关系 。 假 如 将 正式 

QA11 _ O29 


22 一 一 - 


Bi Bs 
代 久 (58.11) 拜 湖 虑 到 (58.7 ) 灯 合 桑 数 的 表示 符号 时 ， 闭 末 ， 便 得 
到 |: : 


1 十 Ya ， 1— 1—7Ys , 
1 Te 2 一 yi (5 ) 


由 这 里 看 出 , 变更 惯性 耦合 (71) 和 变更 强 性 耦合 (7y*)， 对 系统 的 
闫 有 频率 会 产生 不 同 的 影 员 , 列 加 Yi 会 使 ol 减 小 , 便 os 增加 ; 卉 
加 7s 则 产 生 相 反 的 作用 。 仅 仅 为 了 正确 的 理解 厢 合 特性 的 影响 ， 
每 欢 都 必须 考虑 哪 一 个 加 有 频率 (ol 或 2?) 比 驱 大 。 波 实 ， 当 
71<y?( 强 性 耦合 上 直 优势) 时，oi>o2s; 当 ?1172 惯性 耦合 占 优 
劳 ) 时 ,ozt<os。 因 此 , 当 强 性 ( 电 肉 ) 碍 合 占 优势 时 , 当 ?Y1<7Ys 时 ， 
乾 加 惯性 (电感 ) 耦 合 会 使 责 个 固有 频 牵 趋 近 ; 相反 , 当 惯 性 宵 合 后 
优势 时 ,增加 惯性 耦合 会 使 两 个 固有 频 奉 远离 。 因 此 , 当 估 计 袖 合 
对 固有 频率 的 影响 时 ， 重 要 的 是 要 知道 旷 一 种 契合 占 优 执 ， 是 绚 
性 (电容 ) 耦合 呢 ? 还 是 惯性 (电感 ) 耘 合 占 优势 ”优势 耦合 的 弄 加 
会 使 加 有 频率 互相 远离 ; 优势 耦合 的 减 小 会 使 回 有 频 秦 下 相 趋 近 。 
现在 来 指出 一 种 特殊 情形 :在 两 个 部 从 频率 相等 时 , 展 性 相合 3 
系数 等 于 强 性 耦合 系数 ， 训 7Y1= ys 的 情形 。 在 这 种 情形 下 ， 旧 
《58.14) 可 以 看 四， 固有 频率 对 于 部 分 频率 。 耦 合 的 存在 不 改变 复 
杂 系 入 的 振动 频 李 ， 必 往 (电感) 硝 合 托 绽 了 弹性 (电容 ) 横 合 。 由 
覃 合 系数 相等 可 以 推 碟 : 


V oo 把 人 


考虑 到 部 牙 频 率 相等 时 , 由 上 式 可 得 : 
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mm Ee me mn， 一 tvr ironrr rr rrerreymees- 


BT 
将 (58.15) 代 人 人 分布 系数 的 公式 (58.12), 便 得 到 ; 


hh 二 字 ， kbs. (58.16) 


这 意 昧 着 ,在 这 种 系 笠 中 会 有 一 些 同 一 频率 ol 一 os 一 4 的 谐振 动 。 
并 且 一 个 坐标 的 振动 与 为 一 坐标 的 振动 完全 无 关 ， 振 胆 的 比 可 以 
为 任何 蓝 。 由 于 耦合 的 强力 刚好 抵 _ - 
销 了 条 合 的 惯性 力 ， 这 个 事实 也 是 。 ”| | 
可 以 预料 得 到 的 。 因 此 ， 假 如 能 满 
足 条 件 (58.15)， 那 未 ,尽管 在 能 量 
表达 式 和 斑 程 式 中 有 烛 合 项 存在 ， 
至 系统 却 是 由 两 个 各 不 相关 的 膝 入 
所 组成。 有 具 两 个 自由 度 的 这 种 系 纺 
的 最 简单 的 例子 ， 如 图 174 所 示 。 
如 果 用 q1( 引 和 92Ct) 来 代表 在 瞬间 ! 流 过 相应 各 导体 截面 的 
电荷 ,和 任 将 电荷 选 为 坐标 , 那 末 ,不 难 确信 ， 部 候 频 率 是 相同 的 , 符 
都 等 于 : 


图 174。 


1 
Te (BB) 
系 六 的 磁 能 为 7 一 509 十 5 曲 一 L919s， 电 能 为 一夫 十 主 昌 一 
一 方 914s。 显然 ,在 以 (58.17) 中 的 ”为 频率 的 第 一 个 过 路 中 ， 优 
论 产 生 怎 样 的 振动 ,在 4 点 和 6 点 (图 174) 阅 的 电 伺 其 总 等 于 和 震 。 
因而 这 种 振动 不 会 对 第 二 个 过 路 中 的 过 程 产生 任何 影响 ， 第 二 个 
通路 的 振动 也 不 会 对 第 一 个 过 路 产生 任何 影响 。 


$ 59. 弹性 耦合 摆 的 因 有 振动 
我 们 用 一 般 理论 来 外 析 由 弹 得 宰 合 的 两 个 摊 (图 175) 的 固有 
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振动 。 四 
假设 悬挂 摆 儿 的 简 和 强 民 都 是 钨 重量 的 。 系统 的 参数 和 储 有 
已 在 轿 上 有 表册 ,于 是 , 摊 的 动 1 能 的 表达 式 和 他 能 表达 式 具 有 F 刘 形 
CU / 
(59.1) 


各 | 
3 
| 
Fe 


能 量 系 数 的 什 : 


Dmg ee 1maggs 十 与 - (gs 一 bpD1 )2. 
将 (59.1) 和 和 (58.1) 以 及 (58.3) 加 以 
月 已 2 ' 


Be 
人 
比较 时 , 便 得 到 


1 
0 一 一 (0049 + kL?), 


二 (lig 十 8L2 )， 
Bi2=0, (59.2) 


图 175， 


因此 ,系统 的 部 分 舌 牵 为 : 
名 RL 
jE We 
a (59.3) 


bm1 , 
dy i no 2 2 
‘多 


3 


ne 
1 7 
因为 部 牙 频 率 是 当 一 个 摆 不 动 时 一 个 所 的 振动 频 


我 们 要 注意 ， 
之， 所 以 部 修 频 率 决定 于 强 短 蓝 的 出 度 
耦合 系 数 具 有 下 烈 值 : 

jal 
i 十 RL? ) (Lorn, 20 十 kl2 7) C59.4) 


Yi1=0, Y= 
将 (C59.2), (59.3) 和 (59. 4) 代 入 (58. 11) 时 ， 我 们 便 得 漳 关 于 确定 国 
(59.5) 


He 
有 频率 的 方程 式 : 
(3 一 o2)( 介 一 o2) 一 y2n303 一 4 
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对 电 凑 耦合 的 两 个 电 巡 路 来 说 ,其 加 有 抄 率 的 方程 式 具 有 和 (59.5) 
一 样 的 形式 。 

豆 方 程式 459.5) 而 车 ， 也 可 以 像 图 172 所 示 的 邯 样 ,给 出 固有 
频率 与 部 分 频率 的 比值 5 = 之 间 的 依存 关 和 对 图. 除了 一 些 其 市 
方面 的 差别 ,例如 当 6->0 时 ，otr>0, oo 一 1 等 等 以 外 ,这 个 关 杀 图 
和 圈 172 具有 一 样 的 形状 。 

有 一 点 值得 注意 ,就 是 当 强 千 所 糖 合 的 摆 是 疗 样 的 择 , 臣 郑 当 
mm 一 ?一 % 时, 那 末 , 加 有 频率 为 : : 

wo =N2(1 干 Ys)， (59.6) 
而 根据 (58.12), 和 邹 布 系数 为 : 
ji 一 十 1，po 一 一 1 

这 疙 昧 着 , 当 仅 仅 以 第 一 个 频率 振动 时 ,两 个 控 作 同人 相位 的 振动 。 
分 两 个 摊 朝 同一 边 偏转 同样 的 角度 尽 后 ,六 它 们 放 开 , 放 开 时 不 使 
它 个 受到 什么 冲击 方 , 这 丽 个 摆 就 将 以 第 一 个 频率 进行 谐振 动 , 握 
幅 祖 等 , 相位 也 彼此 相同 (i= 十 1)。 在 这 种 情形 下 , 正如 在 $56 
中 公私 指出 的 , 由 于 系 移 的 对 称 性 , 不 会 产 和 牛 第 二 个 频率 的 振动 。 
如 果 租 十 个 摆 向 左右 两 边 拉 开 同一 个 和 角度, 网 它 们 放 开 , 放 开 仙 ， 
不 使 它们 受到 什么 冲击 力 , 那 末 , 这 两 个 摆 将 以 第 二 个 频率 os 进 
行 振 动 。 在 这 种 情形 下 ,两 个 摆 所 作 的 振动 的 相 做 彼此 相反 ,但 振 
幅 相 等 (加 = 一 1)。 


$ 60. 正则 坐标 
当 研 笑 具 十 个 自由 废 的 系 闹 中 的 固有 振动 的 一 般 玫 达 式 (58. 
13) 时 ,我 们 注意 到 ， 坐 标 v2 的 振动 和 坐标 w 的 振动 表达 式 中 各 
项 天 臻 一样, 所 不 同 的 , 不 过 是 将 %1 的 每 一 项 乘 一 常 系数 (分 布 系 
数 ) 后 ,就 成 为 ;的 每 一 硕 了 ,于 是 我 们 可 以 把 各 谐振 项 当 作 系 蔚 
的 一 种 新 坐标 。 其 实 ,如 果 用 下 列 符号 : 
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mee ent ee er ee tt 


€= A eos(w1i 1), -万 i 
gp eh 
2Z1 一 5 十 91， 
= (60.2) 
v2 = kl ho. 


等 式 (60.2) 是 由 坐标 和 xs 变 到 新 坐标 6 和 ?7 的 线性 变换 公式 。 
如 果 我 们 不 用 坐标 zt 和 sz， 而 选用 新 坐标 《 和 ?7， 那 未 根据 
(60.1) ,很 清楚 ,在 任何 起 始 条 件 下 , 每 一 个 坐标 都 作 频 率 为 wx( 或 
o2) 的 谐振 动 。 

坐标 和 称 为 系统 的 正则 坐标 ， 每 一 个 正 划 华 标 以 固有 疆 
率 进 行 振动 ,有 时 我 们 说 ， eo 

也 可 以 按 另 一 种 方式 提出 则 题 ， 能 不 能 用 线性 变换 将 坐标 变 
为 这 样 一 种 坐标 ， i 时 ， 每 个 坐标 都 作 乞 谐振 
动 。 或 者 说 : 能 否 找 出 这 样 一 种 坐标 , 使 得 在 示 取 这 种 坐标 时 , 动 
能 和 位 能 的 表达 式 中 的 坐标 乘积 的 系数 等 于 零 , 世 就 是 : 

Biws=0,， 12=0. (60.8) 

经 党 过 了 相应 的 计算 以 后 ， 可 以 证 明 : 所 求 的 变换 具有 (60.2) 的 形 
式 。 

然而 可 以 比较 简 备 的 证 明 : 在 (60.2) 的 变换 下 ， 条 件 (60.3) 能 
满足 ， 从 而 在 能 量 的 帮 达 式 中 将 没有 坐标 滋 积 的 项 以 及 速度 乘积 
的 项 。 

其 实 , 系 六 的 位 能 为 : 
U =Q011%1 十 20120123 十 0ia202 一 
二 Q11(E 十 PD)? 十 2012(R16 十 Kom) (E+ 7) ee kzm )2 = 
= Qf67 二 Odon, (60.4) 
其 中 Qf = 011 TT 022k? + 2012h1, 
Oto = 011 十 aas83 + 2012ks. 


下 面 欧 证明, 系数 


# 


(60.5) 


pe ee rd 
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一 QQ11 十 Osok ilo 十 Qi2( he 十 Es) (60.6) 
等 于 雳 。 同 样 , 动 家 只 和 有 下列 形式 : 
T= Blié?+ BL, (60.7) 


其 中 
B= Bit Bk? 2Bib, BC 一 CT Baak2 +2Bisk2. (60.8) 
现在 来 证 朋 系 数 
B{s= Buit Bogkiks Bio( Kit Rs) (60.9) 
以及 (60.6) 的 oj 壬 于 雾 。 
出 关于 分 布 系数 i 的 公式 (58.12) 得 : 
bw Biz— 2)=01— 2 Bu, 
bi(w? Bg— 2) = A120 — FB1s, 
或 者 wIC P12kit B11)=011+ 12h, 
IC B22ki B12) = 91 22h1. (60.10) 
将 (60.10) 的 第 二 式 屁 及 所 后 ,与 第 一 式 相 加 , 便 得 到 : 
wa Bit Barkiks + Bi KR1+ kz)]|= 
=011 十 Qaohiko + G12( ki ks ). (60.11) 
用 完 双 同样 的 方式 ,可 由 关于 如 的 公式 (58.12), 得 到 : 
we Brut Boarbiks tt B12 ki Eo)|= 
一 QT1 十 casji1s 十 os(1a1 Ee). (60.12) 
由 (60.13) 中 减 去 (60.11), 得 : 

(3—owINL Bt Bookiks Bio( bi kz)]=0. 
因为 一 般 总 是 01 天 wo, 那 末 ,由 此 可 网, 等 式 Bf=0 和 Qfo=0 都 ， 
是 成 并 的 。 : 

用 坐标 上 和 ?7 表 出 的 运动 方程 式 [ 拉 格 亢 日 方程 式 \58.5) 
Blig 十 cd 一 0， 


(60.13 ) 
Bi 二 22 一 0. 
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因此 ， 用 正则 华 标 下 出 的 加 有 振动 是 县 有 冰 率 of 和 os。 的 雍 振 动 
(60.1)， 考 虑 到 (60.5) 利 (60.8) 时 ， 更 在 就 可 以 将 确定 加 有 活 夷 的 
公式 写成 下 烈 形 式 ': 


2 
BH 有 ii 十 有 13 十 2B1a1 
(60.14) 


(2 一 Qo O11 Woh3 十 201ap2 
E Bu Book? -+2681o%2 


Bz 
正则 振动 可 以 用 次 接 的 方法 项 察 到 。 假 如 有 变换 到 正则 华 标 的 某 
种 专门 设备 , 那 末 , 在 任何 起 始 条 件 下 作 固有 振动 时 , 正 别 光标 将 
只 作 具 某 一 个 频率 的 谐振 动 。 变 换 到 正则 坐标 的 变换 公式 (60.2) 
可 以 写 为: 


2 Wo— ho 


因此 ， 假 如 作出 这 
样 一 种 装 髓 ， 它 能 
将 坐标 zt 的 什 改 
变色 伐 , 竹田 坐 
标 x 的 什 中 减 去 
这 一 符 ， 那 未 ， 竺 
果 这 种 装置 会 答 我 
们 提供 一 个 频率 为 
ol 的 谐振 动 ， 或 名 
€ > : : 一 个 与 正则 坐标 & 
’ 图 17e. 成 正比 的 坐标 。 
例如 , 对 于 由 强 移 克 合 的 十 个 摆 来 说 , 就 可 以 作出 这 种 装 蕊 ， 
它 的 原理 图 如 图 176 所 示 。 用 这 各 装置 可 以 演示 正则 振动 和 正史 


er ne 
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ein 一 


度 为 Li 和 工 , 的 十 个 择 分 别 划 在 01 点 得 0s 点 ， 择 的 振 

os i 个 小 错 31 和 3s 的 烽 动 ,这 两 个 小 锐 分 别 固 定 在 一 对 平 
;位 全 高 于 感 点 , 生 行 轴 王 次 于 摆 的 控 动 笠 面 。 小 鲁 的 施 入 
是 由 两 个 轻 的 杠杆 Bi 和 i 8; 所 引起 的 。 这 两 个 杠杆 一 头 固定 在 装 

小 锐 的 釉 上 ， ee ee 连接 点 低 于 点 01 和 0，， 

大 分 六 与 它们 相距 i 和 712。 两 镜 的 转角 自然 是 不 大 的 ,这 两 个 角 
度 分 别 与 摆 的 偏转 vi 和 zs 0 由 光源 2 所 改 出 的 光 颖 相 秽 
的 经过 小 组 3: 和 3， 反射， 最 后 射 在 记录 图 简 PE 上。 如 果 杠 杆 Bi 
和 Bs 的 有 效 长 度 牙 别 等 子 2 和 5 那 末 ， 在 记录 国 简 上 光线 的 偏 
转 将 正 引 于 


人 
“Te 
如 果 这 样 选择 杠杆 的 长 度 ,使 得 
Polil, 
es Bis? (60.15) 


那 末 , 光 矿 在 记录 图 和 位 5 上 的 偏转 ,在 一 定 的 比例 尺 下 , 将 等 于 正 
则 坐标 5。 不 论 用 什么 方法 求 激发 摆 的 加 有 振动 ， 当 记录 图 简 
旋转 时 ,都 可 以 把 纯 谐 振动 记录 在 感光 纸 上 。 

显然 ， 用 同样 的 表 式 也 可 以 挑 冒 另 一 个 正 旭 坐标 。 对 于 耦合 
的 电 迎 路 而 言 , 要 做 出 类 似 的 可 以 观察 正则 坐标 的 装置 ,在 原理 上 
din 日 。 


$ 01. 固有 频 牵 是 最 小 值 
公式 (60.14) 天明 着 固有 频率 和 分 布 系数 i, bo 之 并 的 关系 ， 


要 分 析 固 有 频率 ,可 以 利用 这 一 公式 , 要 计算 固有 频率 , 有 时 也 可 
以 利用 它 。 

我 们 要 注意 ,公式 (60.14) 可 以 简单 地 直接 由 能 量 守 恒定 律 导 上 出。 假定 这 样 来 和 
泽 起 始 条 件 ,使 得 仅仅 以 一 个 频率 wz 进行 振动 , 即 ; 


wi 二 4 GCOS wit, rs =k1Ad GOB wit, 
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天 一 ~ 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 


屎 末 位 胡 人 


U~(g11 oak? 2 sR) A Cosswt, 
T=(f11+ Baatit2Biak1) AYw? Sin?w1t, 
显然 , 当 一 0 时 ,总 龙 量 召 仅 仅 等 于 位 能 
加 二 了 42(aii 十 cgs72 十 201p71 )， (61.,1) 
这 是 因为 在 这 一 明 阅 动能 等 于 和 零 。 过 了 四 分 之 一 周期 , 当 上 9 时 ,全 部 能 量变 为 
动 龙 ,而 位 能 等 于 零 ,所 以 
B=(B11+Boak? 281a 1 )w? A?, (61.2) 
倒 (61.1) 和 (61.2) 相 等 , 便 得 到 公式 (60.14)。 同 样 ,也 可 得 到 关于 w3 的 公式 。 
假如 出 于 基 种 理由 ， 我 们 知道 分 布 系数 加 和 2 即便 是 大 至 
上 上 知道, 那 未 , 便 可 以 利用 翁 式 (60.14) 来 确定 固有 频率 。 在 实际 
上 重要 的 是 ,对 于 如 和 % 备 的 微小 让 变 来 说 , 公式 (60.14) 的 反应 
并 不 灵敏 。 这 是 因为 oz 和 3 是 下 刘 阔 数 的 最 小 值 : 
f(y)= O11 O29 二 20129 (61.3) 


em 


Buit Boy? 2B12y 
当 y= 和 轴 和 Y==ko 时， 责 数 (61.3) 为 述 储 。 因 此 ,和 (60.14) 加 以 比 
较 时 ,我 们 得 到 w? =j(%1), 03 = 了 (ks)。 
现在 来 证 明 这 一 论据 : 因为 根据 (58.4) 


BubBss— Bis>0, 
我 们 看 出 : B11t+ Bary?+2B12y>0. 
(61.3) 的 导 画 数 为 
f(9)= 


(B11+B22y? +2B1ay)(20422Yy + 2012)— (011+|000y? + aiay) (2Bany +2B1s) 
(B11+Baay’ +2B12ny)?” 


(61.4) 
由 公式 (60.10) 推 出 : 
Git oak _ 1 Cooh1 (61.5) 


er er 


But+Bik: Bist Boobr 
竺 y= 代 人 (61.4) 中 ,并 考虑 到 (61.5) 时 ,使 得 到 
f'(ki)=0, 
由 此 可 见 ， 当 y= 加 时 ，f(y) 为 祈 值 ;用 完全 一 样 的 方法 可 以 证 明 
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fko)= 二 0。 因此 ， 即 全 是 大 和 玖 了 知道 苏 布 系数 ， 那 未 ， 棚 据 公 式 
(60.14), 便 可 以 相当 准确 地 求 出 频率 。 

例如 , 当 ==%w5 时, 由 于 对 称 的 条 故 ， 不 难 准 确 地 求 注 1 和 有 i 
kz, 从 而 根据 公式 460.14) 求 出 加 有 频率 。 假 如 1 天 72, 但 彼此 相差 
很 少 , 那 未 ， 可 以 ) 将 各 二 7 的 情况 中 所 求 蜡 的 hi 和 Yo 的 什 , 代入 
公式 (60.14) 中 去 计算 频率 。 


$ 02. 两 个 系统 的 潭 合 与 移 合 度 
(两 个 系统 的 相互 作用 ) 


我 们 全 和 终 把 在 两 个 耦合 过 路 中 的 振动 ， 当 作 是 在 一 个 具 两 个 
自由 度 的 系统 中 的 振动 , 这 无 颖 是 正确 的 。 然 而 , 在 物理 问题 中 ， 
第 常 需 要 解决 这 样 的 问题 : 某 一 个 角 路 的 串 现 以 及 在 这 通路 中 的 
过 程 ,对 另 一 电路 中 ( 另 一 部 分 系统 中 ) 的 过 程 到 底 有 多 大 的 影响 。 
一 股 说 来 ,两 个 迎 路 总 是 互相 艳 合 的 , 浇 怕 是 极 小 的 厢 合 。 试 间 在 
什么 条 件 下 才 可 以 忽略 契合 ， 从 而 把 每 个 过 路 中 的 过 程 当 作 是 在 

具有 一 个 自由 度 的 隔离 系统 中 的 过 程 ? 通 常 这 样 来 回答 : 当 耦 合 很 
小 时 便 可 以 忽略 它 。 可 是 与 什么 相 比 , 矶 合 应 该 小 呢 ? 

正 刀 我 们 在 $ 60 中 昂 过 的 , 在 一 般 情形 下 ， 上 一 二 题 的 答 娄 
之 所 以 相当 复杂 ， 至 少 是 因为 耦合 强力 部 众 地 抵 销 了 耦合 惯性 力 
的 作用 。 可 是 , 假如 在 系统 中 只 有 一 种 类 型 的 艳 合 , 那 末 ,使 可 简 
中 地 来 确定 一 般 条 件 , 在 这 种 条 件 下 , 辜 合 对 各 个 部 分 系 入 中 的 振 
动 不 产生 重大 的 影响 。 就 弹性 态 合 的 系统 而 言 ， 这 种 条 件 具 有 特 
罚 简 单 的 形式 。 

根据 方程 式 (59.5), 在 这 种 情形 下 , 振动 的 固有 频率 具有 下 和 询 
的 值 CN : 

TC AACE 


最 好 把 这 一 公式 写成 下 列 形 式 : 
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ere ee 


1 号 2 | 
3,2 二 三 [%3 十 n2+ (ne2 Db 二 dn2 2n2y2 2 (62.1 ) 


最 然 ,如 果 yz>0, 那 末 ;01->m, 而 os->wa。 但 当 7 
固有 频率 就 与 部 分 频率 相差 不 大 呢 ? 由 (62.1) 不 难看 出 ,公有 
y， 的 适 满足 下 列 条 件 时 ,才能 这 样 。 
《9.3 —n2)?4Y2n2n2. (62.2 ) 
当 民 . 殖 . 曼 杰 尔 踪 塔 媚 修 析 这 一 则 题 时 ， 他 介 和 经 引用 了 系 航 
的 看 合 度 的 概念 ,并 建 访 引 用 下 列 一 量 一 一 相合 度 系 数 : 


2 Ns ”fa © 
FS = Yo [n3— 3 | (62.3 ) 


引用 耦合 度 系 数 和 两 系 航 的 宰 合 度 的 概念 的 意义 在 于 : 两 系 
统 之 间 的 相互 作用 的 特性 ， 不 仅仅 在 很 大 程度 上 决定 于 耦合 力 
(Ys) 的 大 小 , 也 决定 于 部 爷 频 李 相 互 间 的 接近 程度 。 如 果 量 9 
< 和 1( 而 不 是 y。< 和 1 )， 那 末 ， 系统 间 的 相互 作用 是 微小 的 es 
如 果 耘 合 度 微小 时 , 系 航 天 的 相互 作用 是 微不足道 的 。 显 然 , 当 讨 
分 半 率 彼此 接近 外 , 当 m>ns 时 , 朗 使 看 合 (Y;) 的 什 不 大 ， ppd 
艳 合 度 柔 数 却 显著 的 载 大 ,如 果 部 牙 频 率 彼 此 相 近 , 小 的 看 合力 会 
对 过 程 产生 巨大 的 影响 ; 相反 , 当 类 谐 比较 大 , 当 部 分 锋 率 间 有 显 
著 的 差别 时 ,印信 耦合 力 相 当 大 ， 它 对 每 个 系统 中 的 振动 ， 都 不 产 
生 什 么 影响 。 

”下 壕 这 些 情 况 , 在 用 耦合 度 系 数 表 出 的 关于 振幅 众 布 系数 如 
和 ks 的 公式 中 , 可 以 特别 清楚 的 看 出 来 。 假 如 将 (62.1) 所 表 出 的 
频率 的 惫 代入 公式 (58.12) 中 , 并 考虑 芭 天 示 符 号 (58.7) 和 1(62.3) 

时 , 那 末 ,和 逃 过 简单 的 变换 以 后 , 便 得 到 : 


Bu 1 一 TI 二 Ga2 BT 
Os Bos og 7 ; kz = og |: (62.4) 


a er 


也 有 时 人 们 说 “接近 共振 ”。 
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en, ee re 


蝶 (62.4) 中 可 以 看 册 , 当 耦 合 度 微小 ， 当 5 一 0 时 , hi 下 0, 而 
b>o0。 这 就 是 说 ,在 第 一 个 迎 路 中 , 当 频 率 ol 的 振动 具有 有 限 振 
幅 时 , 那 末 ,在 第 二 个 角 路 中 ,这 同一 频率 的 振动 将 等 于 雾 ; 当 第 二 
个 过 路 中 有 频率 os 的 振动 时 , 那 末 在 第 一 个 迎 路 中 , 这 一 频率 的 
振动 等 于 雳 . 因此 ,在 第 一 个 过 路 中 仅仅 八 生 频率 wo1( 十 分 接近 于 
n1) 的 振动 ， 而 在 第 二 个 杀 路 中 仅仅 发 生 频 率 wa( 接 近 于 mp) 的 振 
动 ,或 者 说 ,假如 契合 度 [ 但 不 是 褐 合 (Y2)] 十 分 小 (o 下 0) ,就 可 以 
将 系统 间 的 耦合 忽略 掉 , 攻 可 以 认为 所 有 的 振动 都 是 埋 独 的 振动 。 

例如 ， 当 %w2 一 1 时 ， 即 全 是 耘 合 ys 十 分 小 , 看 合 度 0 却 并 不 
小 。 

对 于 惯性 (或 者 电感 ) 耦 合 而 言 , 也 可 以 引用 耦合 度 系 数 ,可 是 
在 这 种 情形 下 ,在 系数 的 定义 中 有 一 些小 的 差别 ,在 原理 方面 并 没 
有 任何 改变 。 


$ 63. 在 大 耦合 度 情况 下 的 振动 
当 部 从 频率 重合 时 (ua 一 必 ), 不 管 耦 合 是 多 么 小 ,耦合 度 都 是 
极 大 的 (o>co)。 和 初 看 起 来 ,我 们 会 得 出 难以 相信 的 结论 : 两 个 相 
同 的 系统 , 忽 论 它们 之 阅 的 艳 合 是 多 么 小 ,它们 的 互相 作用 总 是 很 
大 的 。 丽 个 过路 , 继 论 它们 相隔 多 么 远 ,总 是 互相 作用 的 。 这 个 竺 


全 用 一 下 3 两 个 四 于 贡 耦合 的 摆 “ 在 共振 时 ”的 振动 。 
在 这 种 情况 下 ,根据 (58.14) 或 者 根 据 (59.6), 半 有 频率 为 
ol 一 902(] 士 ya)， 
而 和 分布 系数 为 : = 
因此 ,国有 振动 可 以 写成 下 列 形 式 : 


i 二 二 A DY Cit 十 81 ) 十 COS (wat 十 82) 9 


, | 63.1 
ps=ACos (Wt 81)— Beos (wel 80). \ ) 
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假如 在 起 姑 上 坚 间 ， 把 能 量 储 藏 于 一 个 摊 中 ， 并 答 定 这 样 的 起 始 条 
件 : Vi 一 a, $1 二 0, 93= 二 0, gs 二 0， 那 末 摆 租 以 怎样 的 方式 振动 呢 ? 为 
了 解 这 一 问题 ,我 们 把 起 始 条 件 代 大 (63.1) 中 ,就 得 到 : 
w= A cos 81++ BB eos 62, 
0= A co0g £1— Bb eos 8», 
0=0w14 Sin 31 十 oo Sin 82， 


0 一 014 Sin 81— waB Sin Co。 


归 后 两 个 方程 式 推 臣 : 


21 一 52 一 0 。 
于 是 由 前 两 个 方程 式 得 到 : 
了 
4 一 有 = 2 9 


因此 ,振动 具有 下 列 形 式 : 


a 

1 = 多 4(C08 wit + eos wot), 
1 

9。 一 可 Q&Ceo8 Wit — C08 Wot ), 


或 老 Co — 0) (Vo ~ CO 
Di 一 4 608 一 一 一世 。6og -一 一 一 2 
9 


sad 


。 《Do 人 ( 。 (全 CD 
go 一 0 sin22 一 2 。sin a 


这 种 振动 的 形状 简要 地 表 出 在 图 177 上 。 第 一 个 摆 的 振动 会 减弱 
下 去 ; 而 第 二 个 摆 的 振动 会 逐 新 井 强 ; 能 量 四 一 个 系 闵 问 另 一 系 航 
未 移 ,经 过 时 间 


7 
(Vo™—™ (4 


i 一 (63.2) 


公 部 振动 的 能 量 完 伪 转移 到 第 二 个 摆 , 往 后 ,能 量 双开 始 朝 相反 广 
向 转移 。 因 此 , 每 经 过 一 段 时间 加 能 量 总 是 由 一 个 系统 公 部 畏 移 
到 用 一 个 系统 ， 这 使 表明 了 在 共振 时 的 特征 : 责 系 芒 之 有 关 存 在 着 
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oa 


强烈 的 相互 作用 ,不 论 它们 之 间 的 宰 合 是 多 么 小 。 


然而 ， 能 量 由 一 个 控 公 部 转移 到 为 一 个 摆 所 需要 的 时 间 是 依 
存 于 厢 合 力 的 。 其 实 , 极 据 (59.6) 
wa—wi=n(V1+yYs — V1—ys ), (63.3) 
当 耦 合 的 人 备 微 小 , 当 ys 和 1 时 ， 
co 一 CO1 二 Ya 。 (63.4) 
将 (63.4) 代 人 (63.2) 中 ,我 们 得 到 等 移 时 间 
97 


C68.5) 


转移 时 间 和 耦合 系数 7 的 什 成 反比 , 因此 ， 当 耦合 很 小 时 ， 转 移 
时 间 会 变 得 很 大 。 

因此 ,对 于 一 般 具 有 阻尼 现象 的 现实 系统 来 说 ,这 种 理论 研究 
没有 什么 意义 。 在 耦合 度 颇 大 而 耦合 微小 的 情况 下 ， 尽 管 阻尼 是 
非常 小 ， 都 会 使 振动 的 情况 发 生根 本 的 改变 。 这 是 因为 第 一 个 择 
的 振动 还 来 不 及 使 第 二 个 摆 作 任何 察觉 得 到 的 摆动 时 ， 它 本 上 身 的 - 
振动 便 早 已 彭 减 掉 了 。 摆 振动 的 情况 大 致 如 图 178 所 示 。 因 此 ， 
仅仅 在 转移 时 间 忆 比 部 分 系统 的 时 间 常 数 7o 小 很 多 的 情况 下 ， 


现在 来 研究 当 ToS>i 
时 ,两 个 摆 的 耦合 的 昔 所 应 诺 足 的 条 件 。 考虑 到 (63.5) 时 , 这 一 条 
件 可 以 写 为 下 列 形 式 : 


Ms (63.6) 


根据 \59.3) 和 (59.4)， 


DB 
~ Vn t ely) 


es 国 3 
pa (E)’ 》 《63.7) 
式 中 心 0 几 的 刚度 ,11 是 摆 的 长 度 ，! 是 由 巧 点 到 弹 锋 的 路 
离 , m% 是 探 的 岳 量 , h 是 当 择 的 质量 在 周 园 媒 质 中 运动 时 的 麻 控 力 
ga i mn 
图 (63.7) 代 和 人 (63.6) 时 ，, 便 得 到 : 


当 耦合 微小 时 ， 
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一 ~ 


me sme 


hay (F) (63.8) 

因此 , 当 摩擦 系数 3 为 某 个 微小 复 时 ,我 个 便 不 能 将 和 关 让 及 ?成 
正比 的 耦合 减 小 得 杰 多 , 以致 破水 了 条 件 (63.8)。 妆 有 潍 和 统 中 有 一 定 
的 摩 控 , 那 怕 是 十 修 小 的 摩 控 时 ,要 现实 系 竹 中 发 年 的 情况 跟 我 们 
将 麻 擦 力 忽 略 后 由 理论 上 所 得 到 情况 相 接 近 ， 宰 合 应 该 有 足 饮 大 
的 值 , 换 和 名 话 设 , 在 这 种 情况 ,理论 上 的 结论 跟 实 际 接近 的 程度 ， 
不 仅 决定 于 摩擦 力 的 大 小 ,并 且 决 定 于 摩 潍 力 和 看 合力 的 比 笋 .在 
理论 研究 中 ,摩擦 力 是 忽略 不 计 的 。 

詹 帮 还 地 信和 注 意 到 ,在 御 千秋 的 理论 中 ,有 时 会 低 到 继 阳 尼 
系统 的 振动 ,在 这 里 , 无 阻尼 才 合 系 和 统 的 理 险 结 昌 便 具有 重要 的 意 
义 。 在 这 里 当 有 共振 存在 时 ,必须 认为 想 合 是 非常 微小 。 


$ 64. 上 县 两 个 自由 度 的 系统 在 有 麻 棕 时 的 固有 振动 


靡 斤 力 (下 者 连 路 中 的 欧 媚 律 电阻 ) 的 出 现 ， 会 使 振动 过 程 的 
情况 效 生 原则 性 的 变化 。 当 摩 提 十 分 小 而 厅 合 是 够 大 时， 振动 的 
司 况 和 我 们 前 儿 节 中 所 读 的 很 相近 ， 可 是 这 时 振动 已 称 不 是 一 些 
谐振 动 的 和 , 而 是 一 些小 阻尼 振动 的 程 ,小 阻尼 振动 仁 过 一 展 时 间 
以 后 是 会 称 止 的 。 当 麻 擦 的 什 很 大 时 ， 振 动 与 一 些 训 振动 的 和 完 
公 汉 有 相似 之 处 。 

售后 ,我 们 假定 系 六 中 的 麻 探 力 和 运动 的 速度 成 正比 ,在 这 
情况 下 ,由 于 诬 霸 力 的 稳 政 而 牧 变 为 热 的 能 量 ,可 以 用 类 似 于 动能 
和 位 能 类 达 式 的 耗 知 函数 来 克昌。 耗 艇 醒 数 依 下 询 方 式 来 确定 : 

F = 811032 800202 十 28190129 ， (64.1) 

年 且 这 样 选 择 系 数 8&11, 82% 和 st 使 得 
es 2 (64.2) 
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re ee et ee mep erm mer me praca 
ramet 


修 别 等 于 党 航标 和 mm 作 用 的 摩擦 旋 。 鲁 如 对 于 一 个 自由 度 的 系 
蒜 而 言 (其 中 摩擦 力 等 于 一 26), 耗 散 画 数 了 = 二 120? 显然 与 能 量 
的 导 画 数 成 正比 ,这 能 量 四 于 摩 所 力作 功 而 后 变 为 热 。 

很 如 往 动 能 和 位 能 以 (58.3) 和 (58.1) 的 形式 委员 , 并 把 摩擦 力 
(64.2) 加 进 (58.5) 的 广义 力 8 中， 在 具 雨 个 日 由 度 的 系 入 中 一 般 
形式 的 振动 方程 式 , 就 可 以 由 拉 裙 郎 日 方程 式 求 得 。 邦 末 下 式 

Bit Bis 十 ct121 十 ca 十 St21 十 3ta03 一 0) 

B11 Dos2a 十 aio21 十 aaoda 十 3121 十 3aa0s 一 0 
便 是 具 南 个 自由 度 的 系统 当 有 麻 控 存在 时 的 振动 方程 式 。 

假定 微 共 方程 式 464.3) 的 特 解 具有 下 列 形 式 
01 一 4ext ws=kAe*t, (64.4) 

式 中 4,k 和 和 都 是 常数 ,将 (64.4) 代 大 (64.3) 时 ， 合 得 到 关于 的 
两 个 方程 式 : 

(BunA2+ enN+01)+ (BN 812A + O12) k=0, 

(612 十 51 欠 十 ata) 十 (BoaAX2 十 So 人 十 aa)8 一 0 
时 上 式 , 显 然 可 得 


k=— HA2 十 8 十 oa01 BisN? 二 B10 和 十 Qe (64.5) 


ti BzoN? 822N 二 Oy 
由 (64.5) 的 后 一 等 式 扒 电 ,和 应 该 满足 下 询 廊 程式 :: 
(B12 十 0 E29 入 十 cos ) 一 
一 (DisA2 十 31 十 oo) 一 00， (64.6) 
上 式 是 入 的 四 次 方程 式 , 在 一 般 情形 下 , 它 有 如 下 的 四 个 根 : 


N1,2 ee 01 十 $1， Ms,4 Ts Og 十 bs 。 (64.7) 


因为 态 程 式 (64.6) 的 季 数 是 实数 ， 凡 忆 它 的 根 可 能 有 如 下 的 几 种 

1 合 : 丽 对 了 比 声 复数 模 ,复数 根 的 实数 部 借用 一 6 和 --02 求 表示 ， 
证 数 部 分 用 ok 和 os 来 表示 ;或 者 套 是 一 对 活 数 根 和 -对 复数 本 ;或 
兰 公 询 都 是 实数 由 。 


| 
7 
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现在 夹 研究 最 一 没 的 姜 形 ， 朗 有 责 对 共 谣 复数 根 的 情形 . 
求 凡 入 的 值 ， ogre 
蕊 是 责 对 共 歼 复数 : 
hi 对 应 了 于 M，ks 对 应 于 和。， 
ki 对 应 于 和 oa，82 对 应 于 入 :. 
“ 星 号 ”代表 共 歼 复数 。 


以 这 为 根据 ,可 以 将 万 程 组 (64.3) 的 解 号 为 下列 形式 : 
一 46 一 5 十 ol) 十 了 se( 一 5 一 zol) i 


(64.8) 


再 o( 一 5 十 os) 于 Bre( 6 一 za) 


3 


ds do Ort tp A*k*el (01 i)t , (889 
zy a 一 53 十 zs 区 十 再 hte (一 5 oa) 
用 达 式 (64.9 ) 代 表 竣 统 中 的 阻尼 振动 。 假 如 用 琢 示 符号 : 
2A= Aeip1, ki= heix, 
2 万 一 Beirs, hs= keixs, 
那 未 ,可 以 将 (64.9) 的 振动 用 削 常 的 形式 写 典 ， 
V1 = Ae™~dt eog (it + 1) -+ Be dzt cog (Wat ps2), 
vs—= Akie—dt cog (wit p11) BRoe—dst COg (Wot po Wo )。 


4, B,g1 和 9s 这 四 个 量 苹 任 意 莉 , 它们 由 起 如 条 件 来 决定 。01, 9 2 
wo, i, kz, X1, Ya 这 些 量 划 决 定 于 系统 的 参数 。 
Ee 作 具 有 两 个 频率 ol 
和 os 以 及 两 个 阻尼 系数 6 和 5* 的 阻尼 振动 。(64.8) 的 分 布 系 : 
人 ， 这 意 奈 兰 , 对 于 不 疗 坐 标的 网 一 频率 的 振动 来 癌 ， 
们 的 起 始 相 位 是 不 相 闻 的， 相位 芋 的 大 小 为 Xi 和 xz, 这 些 第 依 
ean 
因为 这 种 情形 下 的 国有 振动 是 阻尼 振动 ， 而 不 是 由 谐振 动 粗 
成 的 ,所 以 ,严格 说 来 , 合 谈 不 上 有 固有 频率 。 然 而 , 将 公式 (64.7) 
中 所 裘 出 的 复数 称 为 系 和 级 的 固有 频率 还 是 有 意义 的 。 
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可 以 引用 复数 括 这 的 概念 ,这 种 频率 对 应 于 (表征 ) 阻 尼 振动 : 
于 阻尼 振动 的 谐 型 余 因 子 的 频率 。 当 引用 了 这 一 和 名词 以 后 ， 便 可 
以 说 ,和 痢 庄 振动 对 应 的 复数 频率 的 实数 部 修 等 于 老 , 可 以 用 复 变 


数 平面 上 的 点 来 代表 振动 的 频率 (图 179)。 在 虚 轴 上 的 点 对 应 于 
频 这 oo 的 谐振 动 。 点 了 和 点 2 代表 阻尼 振动 ， 点 717 代表 只 增 
长 系数 8s 的 增长 振动 。 因 此 , 当 引 用 了 复数 频率 的 概念 时 ， 便 本 
以 断言 : 有 摩擦 的 系 笠 的 固有 频率 是 复数 频率 ， 面 悉 摩 擦 系 入 的 
复数 固有 频率 是 病原 数 。 


NAANAN 


轩 179. 

还 要 注意 到 , 对 于 确定 固有 频率 的 方程 式 (64.6) 来 说 , 它 所 有 有 
的 根 可 能 全 部 都 是 实数 根 。 这 与 摩 近 十 牙 大 的 情况 相对 应 ， 在 麻 
控 十 牙 大 的 时 候 , 系 统 中 没有 振动 ,而 只 有 趋 于 雳 的 有 限 运 动 。 每 
个 坐标 的 运动 都 是 四 一 些 苞 于 堵 的 指数 西数 所 粗 党 。 所 有 的 复数 


根 是 复数 ( 共 更 复数 )， 这 时 运动 柔 由 一 些 阻尼 振动 以 及 控 指 数 规 


律 赵 于 雾 的 运动 的 和 扶 组 成 。 


要 确定 一 般 情 形 下 (只 上 阻尼 的 系统 ) 的 加 有 频率 ， 或 者 求 方程 
式 (064.6) 的 和 解 ， 那 是 一 个 相当 困难 的 问题 。 因 此 ,在 实际 上 常 入 
近似 的 方法 来 求解 。 在 下 一 节 中 ,我 们 要 举 一 个 求 这 种 人 和解 的 例子 。 


$ 65、 具 小 阻尼 的 电感 耦合 旬 路 中 的 国有 振动 
现 有 两 个 电感 揭 合 的 旬 路 (图 180)， 人 过 路 的 品质 因数 很 大 。 对 每 个 单独 的 名 路 而 


BR<Y/ 世 或 O91. (65.1) 


假如 用 71 表示 第 一 过 路 中 的 电流 ;, 1s 代表 第 二 通路 中 的 电波, 那 未 ,由 每 个 电路 的 电 
压 方程 式 可 得 
Ll + MI 十 Bily Ey 二 人 0， 


a (65 .2) 
MI + Lealst Bol,t 7 1,=0, 
Ri ed i» Pp 1 MO 1 : MM 
条 用 符号 A1=57 A 3 nh 0 和 Yi 一 2 . o 那 来 , 园 


有 闫 涂 的 方程 式 (64.6) 便 具有 下 列 形式 : 
(X2 十 2A1 和 十 24 ) (CA? 十 2A2 十 了 2 ) 一 了 2 入 
ne 
当 Al~>0,As 一 0 时 ,方程 式 465.83) 的 佣 为 
N12 wl 
式 中 的 wis 延 二 述 明 路 所 粗 成 的 有 系 芋 在 无 阻尼 情况 
下 的 园 有 锋 竺 。 
由 条 件 (65 .1) 推 出 ， 
&1, El. 


假定 方程 式 (65.8) 的 特 艇 可 以 近似 地 写 为 ，; 
A=iw—6, (65.4) 图 180. 
式 中 5 和 o; 因此 ,将 63 总 略 时 ,和 ?一 一 o2 一 2 65。 将 这 式 代 入 方程 式 (65.83) ,得 : 
[一 o23 一 24 wt2A CG wo 一 5 十 见 绊 [一 2 一 27 o5 十 2As(Czo 一 洒 十 
十 93] 一 y8Cos 十 4 os5 一 6u253) 一 0， (65.5) 
含有 小 因子 52, 5A1, 5As 的 一 些 项 忽略 时 , 便 得 到 ; 
ter 一 7Y2os ydiw 6=0,. (65.6) 


Me (65.7) 
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因此 ,中 (65.6) 我 们 得 到 关于 确定 5 的 下 列 方程 式 : 
(22 一 02)A。 ,十 (2 一 o8)A， 一 [92 十 9 一 2o2 人 (一 YY l=0. (65.8) 
把 解 465.7) 所 求 得 的 加 有 类 这 w1 和 ws 代 大 上 式 时 , 便 得 浊 ; 
3 = A Cy | 


N22 — O02 —Yy2) C65.9) 


i = Ce) @, | 


记得 wi <%1<ns <ws 站 一 杀 休 具 及 关于 确定 因 有 频 素 的 方程式 (64.6) 时 ， 不 难 诈 
阴 :5 >0 利 5s>0。 

闻 样 的 方法 ， 可 以 由 (64.5) 近 似 地 求 册 分布 系 数 的 值 。 因为 于 = 1 
Bii 二 D1,Bzs 二 上 2s, B1s 三 居所 以 : 


_ 和 ”十 各 3 十 2NA1 
p= A ps (65.10) 
将 (65,4) 代 入 (65 ,10), 便 得 浏 . 


jn — Qiu 2As Ca /a 
yi1(—w? 一 25w5 十 38] 


将 含有 因子 92 5A1, 7y?6 的 一 些微 小 的 项 忽略 时 ,我 倍 便 求 出 了 分 布 系数 的 近似 值 
is 全 1 一 ai 一 22oaya(5z)2 一 Az) 


Y1w7 8 
ee XX 
分 布 际 数 还 癌 以 号 为 jia 一 Na8e '?, (65.11) 
其 中 = 
\ 二 /站 C0 0 A 
| 2 


Yi1W1s% RE 


_ 2A 601.8), 


123 — (07 ,0 
因此 ,在 耘 合 明 路 中 的 振动 将 具有 下 列 形 式 : 
TSAe- 51icog(wt tp) + Be- aiecog(wst ts), 
To Akbie- slicos(wt+p + X11 Bhoe- i2icos(wat tps Xn). 
当 阻 尼 非 党 微小 时 ,在 耦合 角 路 中 的 固有 振动 由 两 个 阻尼 虚 动 棚 成 ， 这 两 全 阻尼 所 动 
的 谐 型 余 因 子 具 有 频率 wx 和 ws 一 耦合 过 路 的 园 有 频 雁 。 关 于 不 同 华 标 的 同一 闫 和 的 
洲 型 余 因 子 , 其 起 始 相 位 是 不 相同 的 ， 泥 个 相差 的 大 小 等 于 (65.11) 的 X 和 Xa; 不 同 
频 雍 的 阻尼 系 数 5 和 5。 是 不 相同 的 ， 而 在 南 巡 路 中 同一 类 这 的 据 动 划 同 样 的 衷 减 。 
《65.9) 可 久 看 出 ， 限 尼 柔 数 与 两 个 过 路 的 阻尼 和 柔 数 4; 和 As 有关; 如 果 只 :有 一 
通路 中 有 限 尼 , 那 末 ， 振 动 仍旧 与 阻尼 据 动 没有 什么 协 样 。 假 如 两 部 分 频带 彼此 相 
注意 ,假如 在 (685.4) 中 ,我 个 写 出 入 二 一 iw 一 6, 那 来 ,所 得 到 的 同样 是 这 种 关 
于 651 和 和 65 的 公式 。 


tg Xi 一 9 和。 
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er TE Ee ee 


em Ee 


很 大 , 那 未 


i 2 S、， 2 
Nw? 


Dad 


于 是 由 (65.9) 得 知 ,61 基本 .上 与 Ai; 有 关 , 而 与 As 的 关系 则 很 小 ; 同样 5。 基本 上 与 As 
有 关 , 而 与 Al 关 采 旭 很 小 。 当 竟 合 ( 具 及 耦合 度 ) 微 小 时 ,5 全 Aiss 人 As 或 者 褒 , 臣 过 
路 药 阴 尼 确 定 著 与 均 明 路 部 分 频 论 可 过 的 亚 … 频 于 的 阻尼 。 在 这 各 情 况 下 ,， 兮 布 系数 
是 这 样 的 ,就 是 使 得 在 每 一 角 路 时 , 章 委 的 因 有 频率 相近 的 那个 振动 会 后 优势 。 

研究 具 两 个 自由 度 的 系统 中 的 阻尼 固有 振动 , 对 子 考察 不 稳定 运动 具有 重要 的 意 
Xs 


$ 66. 证 外 力 对 县 两 个 自由 度 的 优 阻 尼 的 系统 的 作用 


现在 来 研究 某 一 频 弯 的 谐 然 力 对 具 坪 个 自由 度 指 系统 的 作 
用 。 因 为 系统 是 线性 的 ,所 以 对 于 这 种 系统 的 振动 来 说 , 亚 训 原理 
是 适用 的 。 因 此 ,当知 道 在 落 外 力作 用 下 所 产生 的 振动 时 , 便 可 以 
研究 旨 由 诈 力 的 和 所 租 成 的 任何 力 所 引 起 的 振动 ， 特 别 是 由 任何 
形式 的 周期 性 力 扬 引起 的 振动 。 
当然 ,在 实际 中 所 全 到 的 , 总 会 是 有 阴 尼 的 系统 。 然 而 , 仿照 
前 面 训 的 情形 ,为 了 使 理 上 论 修 析 明了 起 见 , 我 们 现在 来 研究 周期 性 
力 对 无 阻尼 系统 的 作用 。 
假定 有 一 锰 这 2 的 谐 和 外力 ， 作 用 于 对 和 统 的 每 一 个 坐标 上 ， 那 
当 引 用 在 $ 58 中 用 过 的 表示 符号 时 , 一 般 形 式 的 振动 方程 式 
便 可 以 写成 : 
Bui Biris + anvi toast = 1 cos pt, } 
Bi Booidy O12%1 + O29%s = Fs Cos pt, 
其 中 Pi 和 Ta 是 外 力 的 振幅 。 
显然 ， 骤 和 统 中 的 振动 会 全 有 图 有 振动 和 受 迫 振动 。 园 有 振动 
我 们 早已 研究 过 ,因此 ,现在 我 们 只 分 析 受 迫 振动 。 为 了 便于 计算 
起 网, 我 们 用 复数 方法 。 设 外 力 具 有 7 了 1ei?! 和 7wei?! 的 形式 ;于 是 ， 
假定 受 退 振动 具有 下 齐 形 式 : 


二 全 


(66.1) 
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ee 


关注 上 式 代 人 (66.1) 中 , 便 得 到 用 子 确定 复数 据 粘 的 方程 式 :: 
Xi1( — Bupan)t a(— Biop’t os)= D1, 
Xi(— Bisp:+ 2) + Ko (— Boaop? 23) =F,. 


(66.2) 


1 a EA 2 
= 方 [?1(022— Baap’)— Palo — B12p?), 


(66.3) 
Xo= 5[L—Fi(%s— B12p?) + Fo(011— Biip’))], 


其 中 
D=(0%1—PBup’)(d2— Bp?)— (2— B12p)? (66.4) 
是 方程 组 (66.2 ) 的 行 刘 式 。 
假如 了 了! 和 了 是 实数 , 那 末 ,1 和 X。 也是 实数 ;这 意 际 着 ,十 
个 举 标 让 3 受 迫 振动 与 外 力 闻 相 侯 (或 者 反 相 伺 )。 
公式 (66.3) 代表 在 每 个 系统 中 受 筷 振动 的 振幅 与 外 力 频 和 给 2 
之 间 的 依 仓 关系 。 也 就 古 系 欧 的 共振 依存 关系 。 
现在 来 研究 这 种 依存 关系 。 首 先 确 定 使 振动 振幅 变 为 钨 穷 大 
的 懂 种 填 率 一 一 共 拓 频率 。 不 难看 出 , 当 
D=0, (66.5) 
也 就 吓 当 方程 租 (66.2) 的 行 齐 式 等 于 雾 时 , 便 是 这 种 频率 。 方 程 
式 (66.5) 就 是 关于 确定 圈 有 频率 的 方程 式 (58.10), 因此 ,在 这 种 情 
形 下 , 即 假 如 外 力 频 率 2 与 系统 的 一 个 固有 频率 o 相等 时 ， 合 会 
出 现 共振 (或 者 受 据 振动 的 振幅 为 煞 穷 大 )。 共 振 在 ox 和 os 这 两 
个 频率 时 细 现 ,在 共 拨 时 ,两 个 坐标 的 振动 振幅 玫 赵 于 天 穷 大 。 
应 该 握 内 ,两 个 自由 度 系 稀 中 的 共振 ,和 一 个 自由 度 条 入 中 的 
共振 ,有 一 个 重 缕 的 不 同 之 特点 。 在 具 一 个 自由 度 的 系 oi, Eb 
方 频率 与 固有 频率 相等 时 ,总 会 发 生 共 振 ; 而 在 县 两 个 自由 度 的 系 
婉 中 , 当 


Der 


P=01 


一 
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以 太 
Pi( Ooo 一 Bo ) — F012 — B12? ) = 
的 情形 下 , 却 不 会 发 生 共振 。 
其 实 这 时 ， 
及 1 下 


第 一 个 坐标 的 振动 振幅 是 有 限 值 。 而 第 2 个 坐标 的 振幅 岂 不 会 是 
扰 穷 大 , 这 和 是 因为 在 这 补 愉 肯 形 下, 下 所 (58.12) 
fi os 一 Bisw? 0Q11 一 Biw3? = —ki, (66.6) 


Fs, oo— Boow? 010— Bisw? 
外 力 振 幅 的 比 惫 等 了 于 频率 1 的 分 布 系数 。 
当 频 率 符 合 时 而 不 发 生 共 振 的 条 件 , 可 以 用 这 种 方式 来 烛 出 : 
信友 10 和 有 2 外 别 是 坐标 2 和 zs 关于 频率 ol 的 加 有 振动 的 振幅 ， 
那 末 ,根据 (66.6)， 


p, = Koh 
Xi0 FPF, 
或 者 FXi0+ T,Xo0=0., (66.7) 


条 件 (66.7) 在 形式 上 与 两 个 向 曹 的 正 交 性 条 件 类 伏 , 因 此 ,有 时 使 
说 : 假如 外 力 与 圈 有 振动 正 变 , 便 不 会 有 共振 ,在 物理 上 它 的 喜 义 
是 , 当 振 动 时 , 在 一 个 坐标 的 力 所 作 的 功 , 与 在 男 一 坐标 的 力 所 作 
的 功 相 等 而 相反 ,外 力荐 不 作 功 ， 因 此 , 振幅 不 会 赵 于 钴 穷 大 。 显 
站 ,仅仅 当 表 个 力作 用 于 系统 上 时 , 才 有 这 种 情形 。 

重要 的 实际 和 情形， 是 当 只 有 一 个 力作 用 于 系统 上 。 例 如 当 
"一 0 的 情形 ,这 时 ,根据 (66.3), 振动 的 振幅 可 以 简 曹 地表 为 : 

而 = 也 《cass 一 aa02)， Z= 瑟 (Boz —0). (66.8) 


受 迫 振动 振幅 的 比 备 


_B B12p?— os 
kn = 66.9 
= Cos 一 s— Bs 22 22 ( ) 
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和 固有 振动 的 众 布 系数 (58.12) 具 有 --- 洋 的 形式 , 不 过 只 是 将 其 中 


ba i, 


的 21 和 0 换 成 了 振动 频率 ?。 因 此 ,假如 2 ->ol( 或 p 下 02), 划 
受 迫 振动 振幅 的 比值 和 固有 振动 振幅 的 比 佳 儿 乎 是 -" 样 的 。 

当 外 力作 用 于 华 标 了 1 上 时 ,关于 这 一 毕 标的 振动 振幅 的 共 找 
曲 匀 ， 有 形状 大 致 如 图 181 a 所 示 。 当 p=0 时 , 振幅 具有 某 个 确定 
的 秆 ,而 当 频 率 不 大 时 ,振动 与 外 力 同 相位 , 此后, 当 p>w1 时 , 振 
昼 增 加 到 人 钨 穷 大 。 当 1 之 2 过 mw 时 ,振动 振幅 减 小 ,振动 与 外 力 的 
振动 反 相 位 。 应 当 指出 , 当 2=m 时 ,振动 振幅 等 于 堪 。 用 具 十 个 
自由 度 的 系 欧 来 作为 滤波 器 和 阻尼 器 ， 就 是 以 这 为 根据 。 假 如 人 外 
力 频 率 和 没有 外 力作 用 的 第 二 个 系统 的 部 分 频 本 相等 , 那 末 ,尽管 
在 第 一 个 系统 中 有 周期 性 外 方 的 作用 ， 但 在 第 一 个 系统 中 却 没 有 


受 追 : 反动 。 
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较 181 a. 

进一步 销 究 图 181 3 时 ,可 以 看 典当?%w 之 p 之 w2 了 时， 振动 与 外 

力 同 相位 。 面 当 2->os 时 ， 振 动 增加 到 翁 穷 天。 此 后 ， 当 p> 
时 ,振动 与 人 外力 肥 相位 ,振动 振幅 则 单调 地 碱 小 到 和 需 。 : 

根据 公式 (66.8) 可 以 看 出 第 二 个 华 标 的 振动 , 振幅 X; 的 依存 
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图 181 6 所 示 。 要 注意 到 : 假如 系统 采取 弹性 耦合 和 惯性 


契合 , 那 末 , 便 会 有 这 种 频率 ,这 时 Xs 变 为 雳 ,也 就 是 : 


Em ee 
本 


卡 


ne CRP 局 
re et ee ree eer sth wp er Sm Se te 


阅 ”1816. 


ALE 果 只 有 弹性 (电容 ) 看 合 ， 朗 as 关 0, B81s=0, 或 者 只 有 慌 性 ( 电 
威 ) 耦 合 , 序 a12=0, Bio=e0, 那 末 ,无论 外 力 的 频率 是 什么 侍 , 部 不 
能 使 X。 变 为 震 。 在 共振 时 (p=w1, p= 二 02), 第 二 个 系统 中 的 振动 
具有 忽 劣 大 的 振幅 ， 而 在 所 有 其 他 的 频率 时 ， 振 动 具有 有 限 的 拔 
幅 。 在 弹性 看 合 的 情况 下 ,对 于 低频 率 说 , 朗 当 p 过 nz 时 , (66.9) 中 
的 受 浊 振动 振 眉 的 比值 记 是 钢 人 ,十 个 华 标 的 握 动 肥 相 位 ,对 于 高 
活 牵 (2>02) 而 言 ,po 是 正 值 ， 丙 个 坐标 的 振动 网 相 位 。 在 惯性 耦 
合 的 情况 下 ,不同 坐标 的 振动 间 的 相位 关系 ， 与 绰 性 看 合 情况 下 的 
相位 关系 相反 :在 低频 时 ,振动 同 相 位 , 余 类 推 。 
现在 我 们 刻 举 几 种 最 简章 的 滤波 器 和 阻尼 器 的 原理 图 ， 它 人 
是 根据 具 两 个 自由 废 的 系 入 中 受 迫 振动 的 原理 制作 出 来 的 。 在 
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182 二 锭 的 是 一 种 电阻 抗 沽 肖 器 的 线路 。 
假如 外 电动 势 8= 60 cos pi 的 频 牵 等 于 串联 在 电路 中 的 第 二 


个 进 路 的 固有 频率 ， 序 2 一 一 二 二， 关 末 ,在 基本 电路 (了 ,0+) 中 


的 电 尝 ， 便 等 于 堆 。 我 们 还 可 以 制作 像 阅 183 上 所 示 的 那 种 明 搞 
滤波 器 。 
在 这 种 情形 下 ， 如 果 外 加 电动 执 的 频率 2= -了 亢 , 澳 末 , 在 
2 
基本 电 小 中 的 电流 等 于 需 。 


注 183. 


图 182 的 滤波 如 代表 第 一 条 中 我 们 已 多 知道 的 阻抗 共振 (或 
者 “电流 共 拓 ”) 的 情形 。 由 由 可 见 , 蛆 抗 共 振 就 是 具 责 个 日 由 度 的 
双 统 中 受 迫 振动 的 业 形 。 | 

在 物理 上 ,滤波 咒 作 用 的 根据 在 于 ， 由 于 有 条 合 的 各 疏 ,在 第 
二 个 角 路 中 产生 的 固有 振动 ,会 在 基本 过 路 中 引起 某 个 了 电动势, 这 
电动 势 与 外 电动 势 的 大 小 相等 ,方向 相反 。 因 为 系统 中 没有 阻尼 ， 
所 以 不 需要 能 量 来 准 持 振动 。 假 如 像 实 际 情形 那样 ， 在 第 二 个 过 
路 中 存在 着 阻 忆 ， 那 未 ， 毯 引起 的 电动 势 便 不 能 完 侍 抵消 外 电动 
势 , 从 而 在 基本 电路 中 会 有 微小 的 电流 。 不 待 说 ,这 一 电流 比 没 有 
滤波 器 时 的 电流 要 小 得 多 。 

机 械 结 构 的 动态 阻尼 器 的 构造 原理 , 简要 地 表示 在 图 184 . 
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J 


设 有 一 周期 性 的 外 力 Fo cos pi 作用 于 夸 量 ?% 上 上 ， 这 -一 处 力 
会 引起 质量 ?x1 的 振动 ,现在 要 渔 除 这 和 神 派 动 。 为 此 ,在 质量 mi 下 
面 ， 用 弹 寓 悬 挂 一 个 质量 
2 (有 时 它 人 这 强 


得 的 刚度 是 js。 各 质量 Mo 
a hs。 的 秆 要 
这 样 选 择 , 使 得 
2 tz 
Wi 


就 用 这 种 方式 可 以 消除 质 
量 mi 的 不 忧 意 的 振动 。 

在 实际 中 , 例如 ， 某 一 机 器 以 一 定 的 转速 旋转 , 这 个 机 器 轴 的 
型 B 承 就 是 基 杰 系统 。 由 于 转子 微小 的 不 平 衔 ， 会 使 秋 承 作 不 能 容 
负 的 振动 。 在 轴 灰 上 加 一 动态 阻尼 器 ， 就 可 以 大 大 地 饮 胸 这 种 振 
动 。 这 样 的 阻尼 穴 仅 仅 适用 于 创 螺 一 定 频率 的 振动 ， 或 者 频率 不 
大 随时 间 变 化 的 振动 。 


$67. 县 两 个 自由 度 的 系统 当 有 阻尼 时 的 受 筷 振动 

由 于 勾 入 中 总 不 多 有 诬 控 ,所 以 当 振 动 时 ,总 会 有 能 量变 为 热 

而 损失 。 这 损失 会 使 我 们 前 一 节 里 研究 的 受 迫 振动 的 情况 有 所 改 

变 ， 在 这 种 情况 下 ， 如 果 用 8 64 中 的 琢 示 符号 时 ， 则 振动 方程 式 
可 以 号 为 下 列 形 式 : 

BMG 十 But 十 oal21 十 ado02 + B101++ S10T9 = Fi Cog pt, 

Bi Bovito 十 os21 十 ooa0o 十 8t901 十 82o02 一 有 as 008 Ppt, 

利用 这 些 胡 称 式 , 便 不 难 把 关于 坐标 和 妇 的 复数 振幅 的 一 般 形 

式 的 者 达 式 写 册 来。 为 能 从 析 箭 日 起 见 ， 我 们 写 册 一 秆 特殊 情形 

的 复数 握 幅 ,这 一 特殊 情形 是 :了 :=0， RP ) 和 812 二 0, 也 就 是 ,外 


(67.1) 
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ee ee ee 


力 只 作用 于 强 性 神 合 的 系 区 中 的 一 个 圣 和 统 ， 面 且 ， 电 于 有 摩 氛 力 ， 
在 ST 实现 。 在 这 种 情况 下 ， 

Fe = bs 二 ws 

D 


i oO < 
Ke 1 


一 22Boo 十 ?2822 
其 中 
万 王 (ad 一 02 十 2281)(aos 一 p28. 22 | 1D629) —0? 2g, 
显然 , 当 阻 尼 不 大 时 ,su 和 ss 的 备 几 很 小 , 除了 共振 附近 的 短小 
z 频 这 区 域 以 处 ， 振 动 振 幅 
者 差不多 和 无 阻尼 情况 下 
的 振幅 (66.8) 相 间 ， 在 共 
振 附 近 的 频 牵 区 域内 ， 根 


和 

8 人 A 
人 

6 


> ow” dg Cj 2 据 ( G66. 万 的 实数 备 
步 f 了 

2 “0 相 尝 鲜 ， 媳 接近 于 
| : or 大 


圈 125. 依存 关系 ， 大 致 如 交 185 
所 示 ， 图 上 虞 线 琢 示 同 一 系统 在 无 阻尼 情况 下 的 振动 振幅 。 增 加 
阻尼 会 使 “共振 匡 僚 ”移动 和 变 得 平 绥 。 
正如 在 前 一 节 中 便 丢 指 出 的 , 当 只 有 一 个 力 激 励 的 情况 下 ,在 
莽 振 时 , 受 迫 振动 振幅 的 比 但 ,和 同一 频率 的 回 有 振动 振幅 的 比值 
是 一 样 的 。 由 (67.2) 中 可 以 看 出 , 就 是 当 有 阻尼 不 大 时 ,在 共 拓 时 的 
ee kp 也 会 接近 于 固有 振动 时 的 所 由 所 全 (58.12)。 出 于 淹 
受 连 振动 比 测量 固有 振动 要 简 悍 得 多 ,全 究 因 有 振动 时 ,常常 利 
is 在 小 阻尼 情况 下 ,不 同 举 标 的 受 人 迫 振 动 的 振幅 比 休 ， 
差不多 等 于 固有 振动 的 振幅 比 人 得。 假如 外 力 仅 仅 作用 于 第 一 个 坐 
标 上 (fs=0), 由 (67.2) 可 以 看 纳 ,在 确定 固有 振动 的 振幅 比 人 午时 ， 
阻尼 对 于 它 的 难 确 废 的 影响 是 红 较 小 的 ， 我 们 便 可 以 求 册 关于 第 
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一 个 频率 ol 的 振幅 的 比 复 。 这 是 因为 当 2=ol 时 ， 在 分 母 中 的 
oz 一 220o 的 侍 区 不 小 ,于 是 ， 四 代表 摩 探 的 一 硕 i2822 包产 重 的 
影响 ， 会 比 当 b= 二。2 时 所 产生 的 影响 小 得 多 。 为 了 比较 准确 地 确 
定 关于 第 二 个 频率 wy 的 固有 振动 的 振幅 比 储 , 应 该 合 外 力作 用 于 
第 二 个 坐标 上 (Fi1=0)。 

换 名 话说 , 这 就 裘 示 : 在 外 力作 用 于 第 一 个 坐标 的 情形 下 , 当 
共振 时 ， 振 幅 的 比 什 仅仅 由 而 合议 及 第 二 个 坐标 的 参数 来 决定 。 
其 实 ,假如 已 给 定 了 第 一 个 坐标 的 振动 振幅 , 那 末 , 建 第 二 个 坐标 
的 振动 振幅 也 仅仅 决定 于 耦合 和 第 二 个 坐标 的 参数 。 当 发 生 蕉 振 
的 频 李 接近 于 受 外 方 作用 的 那 一 坐标 的 部 众 频 率 时 ， 第 二 个 坐标 
的 强力 与 惯性 力 之 间 的 差 相当 大 ， 因 而 靡 擦 力 便 不 产生 重大 的 影 
响 ; 当 共 振 长 生 在 第 二 个 频率 时 , 则 由 于 在 这 种 情形 下 ,第 二 个 华 
标的 强力 与 惯性 力 的 莽 要 小 得 多 ， 所 以 磨擦 力 所 起 的 作用 就 显著 
此 


~ CO 


~ 一 一 


楼 训 算 具 丙 个 自由 度 的 系统 在 有 阻 
尼 和 情况 下 的 受 迫 振动 ， 用 复数 参数 和 标 
准 图 形 来 计算 ,最 为 简 审 。 

任何 有 具 两 个 自由 度 的 机 械 系 航 ， 总 
可 以 化 为 如 图 186 所 示 的 标准 固形 。 谱 
有 十 个 元 件 和 4 和 了 ， 华 标 分 别 为 加 及  L_ [i 
ss， 受 着 两 个 外 方 作用 ， 这 两 个 力 的 复 772I7272II72727T7V7222 372727229 
数 振幅 分 别 等 于 丈 , 和 了。 这 十 个 元 件 辐 186. 
容 支 持 在 三 个 环节 上 了 上， 三 个 环节 各 具有 动 刚度 Ki, 及: 和 Ks, 大 如 
图 186 所 示 的 那样 连接 起 来 。 我 们 假定 所 有 的 位 移 都 小 疗 一 个 方 
向 发 生 , 例 和 如 沿 娶 直 的 方向 长 生 , 而 且 当 形变 时 ， 元 件 4 和 如 可 以 
上 升 或 下 降 ,但 升降 时 4 和 8B 都 与 其 原来 的 方向 斑 行 。 

具 刚 度 ;的 元 件 代表 看 合 元 件 。 还 可 以 引用 部 牙 动 刚度 , 它 
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是 当 另 一 坐标 的 元 件 园 定 不 动 时 、 基 一 坐标 的 元 件 的 刚度 。 
因此 ,合并 c 为 坐标 2 的 邵 苏 动 刚度 ,这 Kss 等 于 淋 纹 在 x。 一 () 
时 的 动 则 度 ,或 者 


Fi= EK ¥1. (67.3) 
由 图 中 可 以 看 嘲 , 当 x;=0 时 
Fi=(Ki+ Ks)X: 
将 上 式 与 (67.3) 加 以 比较 时 ,可 得 坐标 z1 的 部 分 动 刚度 
Kr, = Ki+ Ks. (67.4) 
控 完 全 同 样 的 方法 ,可 求 得 坐标 zz 的 部 分 动 刚度 
Rss= Ke Ks (67.5) 


假如 有 两 个 力作 用 于 系统 上 ,这 两 力 的 复数 振幅 各 等 于 7 和 
那 末 ,可 以 由 下 列 关 于 每 个 坐标 的 力 的 等 式 中 : 
关于 2 的 : Fi = KiRi1+ Ka( Xi1— >), 
关于 wo 的 : PF, = 六 ,这 ,~— Ks( X1— X,), 
求 得 一 租 方程 式 , 它 才 明 着 旋 的 振幅 以 及 系统 ( 关 186) 元 件 的 动 
刚度 与 位 移 的 复数 振幅 X1 以 及 和 之 间 的 关系 。 假 如 引用 (67.4) 
和 (67.5) 的 部 分 蜀 度 时 ， 那 未 , 这 租 方 程式 便 具 有 十 分 简 恒 的 形 
x z 
F, =Kw 11 — KsXs, 
太一 一 无? 区: 十 Kr, Xo. 
这 种 形式 的 方程 式 是 不 难 记 化 的 ; 它 的 解 写 起 来 也 很 简 瑟 : 


ee] 5 yy - 
| / PikKst Pek 
K “kK to kK 3 


= Es HR 
Knkrs—E 3 


要 记得 诡 ， 是 耦合 元 件 的 动 删 度 , 因此 ,通过 Ks, 某 一 坐标 的 振动 
振幅 依存 了 于 作用 了 于 另 一 坐标 上 的 方 。 

洽 一 个 具体 机 械 图 的 锋 效 标准 圈 形 (图 186)， 是 非常 简易 的 ， 
我 们 用 下 面 一 个 例子 来 说 表 这 一 点 。 假 定 有 一 个 具 坝 个 自由 度 的 


(67.6) 
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复杂 机 械 系 和 统 , 如 图 187 所 示 。 这 系 纤 含有 两 个 质量 mi 和 4, 我 
倍 将 两 个 质量 的 位 移 甸 别 取 作 坐标 zi 和 %z。 质 量 ma 由 有 共有 了 央 度 
zi 和 摩 探 系 数 六 的 强壮 来 耦合 。 质 量 mm。 条 由 具有 了 并 度 2 的 强 寻 
来 硒 合 的 , 噬 外 , 还 有 一 个 座 丸 方 作用 于 这 一 半 量 上 ,其 麻 惧 系数 
等 于 h。 连 在 十 和 姥 量 之 间 的 强 次 只有 央 度 %， 和 摩擦 系数 js。 

0 21 的 部 分 刚度 , 为 距 ， 合 22=0, 也 就 是 
固定 不 动 的 情况 下 , 米 决 定 柔 统 的 动 了 刚度 。 这 个 动 刚 度 


Kn=Kit+ Ks=ki—mp?+ihpi+ ks +ikhp. (67.7) 
用 完全 同样 的 方法 ,还 可 以 确定 Kw2: 
Kro= Ks Ks= hy— m2 p+ pbs ihs Dp. (687.8) 
将 (67.7) 和 (67.8) 辑 以 比较 时 ， 可 以 看 红 
Ki=k1— m1 p+ ?hy, 
Ks=ho— mo pihyp, (67.9) 
Ks= ks ihsp. 
将 (67.9) 代 人 一 般 公式 467.6), 当 力 的 复 
数 振幅 已 给 定时 ， 便 不 难 求 出 赂 187 所 
示 有 系统 的 做 移 的 复数 振幅 。 
对 两 个 斐 合 的 电 过 路 而 证， 总 可 以 
烩 时 如 图 188 所 示 的 标准 线路 ， 这 线路 
中 包含 两 个 过 路 , 短 有 复数 振幅 为 61 和 
8 的 外 电动 势 落 别 作用 于 允 路 中 ; 21, 2。 
和 Zs 是 各 个 支 路 的 复数 阻抗 。 如 果 用 
fi 和 了 7 代表 电流 的 复数 振幅 ， 那 末 ,， 用 
复数 振幅 所 表册 的 他 路 的 电压 万 程式 可 以 写 为 : 
B=H21+ (Ti) Zs= 71121 一 六 2 (67.10) 
G2=1222— (FT1—72) 23=12Z1 ~ TZs, 


Te ee are ae rece ioharoeeererehumrweriheeooeriroogpovrogWpyrorooyorloysrrrygrirybygPIIReIqogryipg0irgrey meses tH Hetero spe teem Enon toon ogetp tbo tee i 


和 前 面 共 的 相似 ,在 这 里 ， 


D1 一 乡 十 2s， i a- -2 (67.11) 
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te 


代表 部 从 电路 的 复数 阻抗 ， 假 如 知道 电路 的 标准 条 路 以 及 支 路 的 
ee 
(67.10) 求 出 电流 的 复数 振幅 ; : 当 答 定 了 电流 的 复数 振幅 时 , 也 不 
难 由 公式 (67.10) 求 出 电 动 执 的 烧 粘 。 


enn TE PE ES OO pop 
| 188 D2 陆 189 . 


痊 制 标准 路 姜 , 序 答 制图 188, 通常 不 会 有 什么 困难 ， 例 如 在 

图 189 克 开 的 这 种 电路 的 情况 信 ， 

Z1 = Rti( ph = ee } 
Zo = By i phy, : 
B= Rot ptr 

een iio 

的 支 路 时 ， 球 这 厦 咱 形 一 

赔 ， 欠 制 标准 线路 岂 是 很 

简便 的 ， 对 于 电厂 考 合 的 

通路 ( 几 190) 而 言 ， 答 制 标 准 线 路 有 时 会 发 生 一 些 央 难 ， 这 是 因 

为 在 这 里 无 法 扬 央 三 个 独立 的 文 路 。 显 然 ， 
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Piper ae ee 


多 -+ 如 =R+i| pLidLs)— 元 


多 = A 7 -一 Rs ” 6 
TI oT 3 2 十 ? | DLy ol 
而 这 些 包 路 的 电压 方程 趟 为 : 


B= | p(t Ts) — ob, |} +ipMy, 
站 (67.13) 
6 一 7 Is| Roti( pr 芭 ;) tivA 
租 (67.12) 和 (67.13) 丽 式 跟 方程 粗 (67.10) 比 较 , 便 得 到 : 
Zs= —ipM. 
将 下 式 代 人 (67.12), 我 们 求 得 : 


$ 68. 系统 的 复数 参数 


假如 兵 有 一 个 外 力作 用 于 系统 上 , 那 末 , 宜 于 引用 由 系统 的 划 
一 点 所 确定 的 动 刚度 的 概念 。 例 如 在 图 186 所 示 的 系统 中 ， 有 一 
谐 外 才 作 用 于 坐标 Xi 上, 力 的 复数 据 幅 等 于 站, 那 未 ,根据 (67.6)， 


< a Rrs | . 

1 二 -Fal X= 六 — kK? . (68.1) 
位 移 的 复数 振幅 与 力 的 复 煞 振幅 成 正比 ,因此 ,可 以 引用 关于 系统 
的 新 复数 参数 。 


”在 坐标 为 xi 的 点 的 系统 的 动 刚度 可 以 这 梯 来 定义 : 
有 _ KKe—kKS. 
Kv | 


它 是 一 个 复数 参数 ， 琢 朋 着 力 的 复数 据 幅 和 着 力 点 的 位 移 之 阅 的 
关系 。 


(68.2) 
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由 “1 到 wo 的 系统 的 党 接 动 刚度 
Eo = EE Ks (68.3 ) 


Ks 
联系 着 坐标 wo 振动 的 复数 振幅 ， 坐 标 2 的 振动 是 由 作用 于 坐标 
v1 土 的 谐 力 引起 的 。 

现在 可 将 公式 (68.1) 写 为 ; 


Pi = Ru, Fi= Fis. (68.4) 
用 完全 同样 的 塘 法 ,可 以 定 义 
;> 2 
Kvs KankReo— KS Ko1 一 Te (68.5) 
%1 3 


显然 ,Kzi = Et， 也 就 是 癌 , 两 个 坐标 的 累 接 动 刚度 是 相同 的 。 这 
是 互 易 原理 在 机 械 和 柔和 统 中 的 推 花 。 
更 在 可 以 用 下 烈 形式 的 对 称 徐 阵 来 表册 系统 的 总 动 刚度 : 
-| Kn Ks 
Ks1 Kes | 
可 以 用 垂 重 的 方法 来 进行 关于 受 迫 振动 的 振 帆 的 公 部 计算 ， 但 是 
这 超 册 了 本 识 程 的 范围 。 然 而 , 应 该 注意 , 从 受 人 迫 振动 观点 看 ,在 
表达 式 468.6) 中 已 提供 了 和 柔 六 振动 性 质 的 公 问 物理 特征 。 


(68.6) 


对 于 电路 ( 几 189) 说 ,用 完全 一 样 的 推理 , 电 可 以 在 第 一 个 支 
路 开 断 的 两 端 ,引用 整个 电路 的 复数 阻抗 。 

假如 将 电路 (图 191D) 在 4 点 断 开 , 儿 注意 到 (67.11), 就 可 求 得 
电路 的 总 复数 阻抗 等 于 


久 和 二 2 sk (68. 7) 


24 所 确定 的 ,是 搂 在 4 点 断 开 
处 的 电动 势 的 复数 握 呈 、 跟 这 
ee 个 电动 势 所 强 起 的 流 过 电源 的 

图 191. 电流 的 复数 振幅 间 的 关系 。 
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仿照 (68. 3) 式 的 肥 接 刚度 ,可 引用 票 接 复数 阻抗 


_ L124— 2 
万 et 
人 DB 


(68.8) 


2Z48 所 确定 的 ， 是 在 点 4 的 电动 势 跟 流 过 第 二 个 文 路 〔 例 如 在 点 
5B ) 的 电流 间 的 关系 。 条 种 这 同样 的 推理 , 便 可 以 断言 , 复杂 电路 
(图 191) 的 复数 阻抗 是 由 下 庆 滤 障 来 代 和 的 : 

| Da ZaB 


Hl | 
LBA WB 


(68.9) 
其 中 2Z48 = ZB4。 
一 切 关 于 受 这 振动 和 灯 合 过 路 中 的 阅 题 ， 都 可 也 用 一 些 简单 
的 公式 来 解 出 ,例如 用 下 刚 公 式 : 
84= 二 72424，@4 = 二 7p24p, 等 等 . 


$ 69. 关于 系统 的 共振 闫 牵 的 概 延 


在 前 几 节 中 已 经 讲 过 ,在 理 温 化 的 抵 阻 尼 系 统 中 ,共振 一 一 低 
穷 大 的 振幅 一 一 装 生 在 外 力 疾 率 与 系统 的 加 有 上 括 弯 剖 好 符合 的 时 
候 。 阻 尼 的 出 更 ,一 般 说 来 ,会 使 得 受 迫 所 动 在 外 力 里 论 与 与 系统 的 
固有 频率 大 禾 符 会 的 时 候 , 喜 芍 生 振幅 的 最 大 链 ， 在 这 种 情形 下 ， 
要 确定 划一 坐标 所 表 红 的 任何 物理 量 \ 伺 移 , 速 度 , 参 速度) 的 振动 
振幅 息 现 最 大 储 时 的 频率 ,是 一 个 相当 复杂 的 闽 题 。 网 时 ,各 坐标 
所 才 出 的 不 同 量 出 现 最 大 值 时 的 频率 也是 不 -一 岸 大 的 ,这 一 点 ,由 
分 析 公 式 (67. 9 可 以 看 和 出。 因此, 在 有 阻尼 的 情 况 下 ,假如 说 整个 
系 纹 的 共振 在 某 一 频率 -一 起 岂 更 ; 那 合 油 有 意义 。 不 过 ， 当 阻 尼 不 
大 时 ， 却 可 以 近似 地 认为 共振 在 整个 系统 中 发 生 , 在 共振 的 时 侯 ， 
两 个 坐标 的 振动 振幅 ,实际 上 部 接近 于 最 大 和 什 。 

利用 系统 的 复数 参数 ( 动 出 度 , 复 数 阻 抗 ) ,可 以 说 明 第 一 个 授 
路 中 电流 振幅 14 的 共振 频率 , 在 这 种 频 夷 时 ， 
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复数 阻抗 的 模 景 的 倒数 为 最 大 值 。 严 格 襄 来 ， 这 是 关于 系 艇 第 一 
个 角 路 中 电流 振幅 的 荡 振 频率 的 准确 定义 ， 当 阻尼 不 大 时 ， 可 以 
大 和 致 上 认为 这 一 洒 这 是 上 只 十 个 巡 路 的 系统 的 其 振 频 牵 ， 这 一 频 达 
实际 上 与 o 以 及 ws 很 相近 ， 即 与 周一 系统 的 在 矮 阻尼 情 如 下 的 
固有 频率 很 相近 。 

在 解 实际 网 题 时 ， be i oda 去 用 来 确定 
系 芋 的 共振 频率 。 例 如 认为 当 ( 某 个 电路 的 ) 复 数 阻 抗 是 实数 〈 或 
着 动 出 放电 利和 的 上 共振 糯 率 。 在 阻尼 不 大 时 ,这 样 人 

和 频 弯 ,一 般 都 与 加 有 频 牵 很 相近 ,但 却 不 会 与 回 有 频 牵 符 

。 关 于 这 一 点 ， 可 由 具 琴 个 自由 度 的 机 械 系统 的 例子 中 得 到 证 
eR 2) 裘 出 的 。 

对 于 一 个 角 路 而 车 也 是 一 样 ; 我 们 在 前 面 仿 究 过 ,在 外 力 ( 电 
动 势 ) 的 振幅 保持 恒定 而 变更 频 李 的 情 丸 下 的 共振 依存 关系 (图 
185) ,除了 这 种 依存 关系 凡 外 ,在 实际 中 常常 利用 其 他 形式 的 汞 振 
依存 关系 ， 它 是 由 这 种 方式 求 得 的 ， 会 外力 的 半 认 和 振幅 保持 常 
数 ， 并 回炉 变化 系统 的 基 个 参数 ， 在 这 种 慷 况 下 来 淹 量 振动 的 振 
幅 。 

在 包含 两 个 电 巡 路 的 系统 中 ， 可 以 由 改变 外 加 振 落 器 频率 的 
方法 ,来 求 得 芍 振 曲 绕 。 进 行 这 种 测量 的 仪 如 的 接线 图 ,如 图 192 

所 示 。 这 时 ， 我 们 改变 


二 | 拔 上 各 的 频率 ， 同 时 尖 
a 各 路 上 。。、，。 入 

1 | 流 所 幅 7， 共振 的 

图 192. 依存 关系 大 禾 如 图 185 


所 示 的 形式 ， 也 就 是 说 ， 共 振 曲 铸 在 舍 近 共振 频 读 ol 和 os 的 地 
方 ， 有 责 个 最 大 但, 在 2 附近 有 一 个 最 小 人 备 。 
了 ， AN 变 本 系 J 
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rt te pe pp em 


nh 


过 路 的 系统 秋 谐 到 牙 插 ， 基 得 到 共振 上 曲线。 在 这 种 情形 下 的 茧 振 
曲 米 ,例如 电流 的 振幅 作为 电容 的 西数 的 共振 曲 钱 , 具 有 完全 另外 
一 种 形式 。 假 如 条 统 有 一 个 固有 频率 和 外 电动 势 的 频 认 相 和 等， 于 
末 ， 便 会 长生 共 振 。 可 是 共振 曲 敌 的 形状 和 图 185 的 形状 并 不 相 
像 。 

假定 有 一 根 这 样 的 其 振 曲 线 ， 它 是 由 改变 晕 路 中 的 某 一 个 电 
容器 揭 电 上 容 得 到 的 ， 或 者 在 一 般 情 形 下 ， 它 是 外 改变 一 个 过 路 的 
部 俱 频 杰 得 到 的 。 要 理解 这 种 共振 曲线 的 特点 ， 复 得 研究 一 下 在 


形式 上 上 大致 如 图 172 用 政变 外 力 闫 可 的 上。 7 
一 ~ k 法 来 旱 8 2 WA 
所 示 的 固有 频率 的 图 0 


入 
| Ai 用 收 灾 包 ?的 


区 果 本 
线 。 在 这 里 (图 193)， 4 pd i ss, 


沿 模 坐标 轴 列 出 部 分 。 少 \ TO 
频率 的 平方 邓 , 党 次 一. 
坐标 朝 列 出 固 有 频率 
的 平方 03 和 ww3。 后 
者 是 用 粗 的 实 绥 曲线 
表 引 的 ， 
柔和 统 的 不 变 部 从 图 198. 

频率 的 平方 2 标明 在 两 个 尝 标 翰 上 上 。 当 孙 舟 的 参数 (2 和 7) 
不 变 , 而 用 改变 外 电动 势 固 雁 的 方法 来 调谐 时 , 我 们 沿 诊 商 方 向 与 
图 193 的 图形 相 蕉 ,显然 当 外 电动 势 的 频率 为 甘 丽 个 备 时 ,假如 在 
系统 中 没有 阻尼 , 那 末 , 会 出 现 怒 穷 大 的 振幅 ,会 长 生 共 振 ; 当 阻 尼 
不 大 时 ,也 会 有 十 分 强烈 的 共振 派 动 。 如 果 人 外电 荔 然 的 锋 率 po 保 
持 不 变 ， 而 用 改变 部 分 频率 no 的 方法 来 进行 调谐 , 仅仅 在 频率 ra 
为 某 一 个 确定 的 佳 时 ,会 里 现 无 穷 大 的 振幅 一 一 花 插 。 有 阻尼 时 ， 
共振 曲线 仅仅 有 一 个 最 大 人 备 , 这 最大 钾 相 等 于 在 瘟 线 23 和 有 曲线 3 
交点 附近 的 共 一 点 ,这 种 共振 曲线 和 图 185 六 示 的 曲线 比较 起 来 ， 
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具有 根本 不 同 的 特点 , 它 类 位 于 一 个 锭 路 的 其 振 曲 经 。 

假如 研究 关于 振动 振幅 的 娄 达 式 (67.3), 在 民 变 一: 个 参数 时 ， 
例如 枫 变 ol( 或 时 ， 便 会 得 到 同样 的 结论 。 在 这 种 情形 下 , 在 
无 阻尼 的 系统 中 ,显然 当 母 D 仅 仅 在 参数 为 某 一 入 时 才 等 于 需 。 


$70. 起 外 差 中 的 中 频 滤 波 瞩 的 计算 
现在 来 人 鱼 宪 由 两 个 电感 耦合 通路 所 和 组 成 的 中 频 泪 小 器， 作为 
具 两 个 自由 关系 租 中 受 追 振动 的 一 个 例子 。 中 颖 放大 绢 所 用 的 电 
子 管 通 常 是 五 极 管 , 迪 路 笃 统 加 接 在 该 管 的 板 极 电路 中 ,例如 如 间 
194 所 天。 
由 于 五 极 管 的 肉 电 胆 十 分 大 ,于 是 人 了 加 于 该 管控 括 桶 
标 上 的 谐 电 压 时 ， 可 以 认为 板 流 已 经 客 公 确定 ,因此 ,在 进行 计算 
时 , 板 流 的 复数 据 幅 (部 六) 是 一 个 给 冠 便 储 。 在 电容 器 (4 上 的 电 
压 的 复数 振幅 为 7 ,这 一 电压 加 在 下 一 般 电 子 管 的 其 枝 s:F， 因 此 ， 
当 I4 为 某 个 什 时 ,我 们 把 VU 作为 频率 2 的 菌 数 来 进行 全 究 。 
关于 通路 电流 的 复数 振幅 六 和 72 的 方程 式 其 有 下 庆 形 式 : 


(Rtiph) + (hI + isipM =0, 
‘1 


(70.1) 
TupM +7 | +i 2 一 二 ) 二 (0, 
用 符号 1 一 民 十 ? (ph — 翅 - 利 多。 = Rs? ( bs 一 一 -| 来 


代表 第 一 和 第 二 通路 的 复数 阻抗 。 
ep 加 以 号 为 ; 


Wp (70.2) 


输出 电压 的 拒 幅 万 = ,2 0 ; 因 下 , 班 (70.2) 中 请 尖 了 ,使 得 芭 : 
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ce 一 


U pi 


i 70.: 
1 pO2( FF, ,十 D2 2 A 2 2) (7 3) 


FF 一 ry 二 DU be 二 
会 式 470.3) 中 的 | 元 | 和 2 的 依存 关系 提供 特性 。 
让 我 们 看 
3 Ba hs 
人 看 ， 在 这 种 请 
| 况 下 ， 当 两 个 
二 过 路 相 网 时 ， 


滤波 器 的 特性 
人 JU 人 全 


和 
a= 


铅 电 


机 ee 这 i 


虽 194. 
BE i hs = 
L 
N22 = = Z1 一 VA ;= po 
再 用 符号 71= 必 /5, 便 可 以 将 (70.3) 概 写 为 下 列 形 式 : 
D_;L ny 


1» OR » {lit io(2 — -| pe 1g: (2 jy | z 
我 们 记得 ,5/CBR 代表 并 联 钥 路 的 笑 效 共振 阻抗 。 

假定 耦合 复 Yi 不同 , 凶 路 的 品质 因数 也 不 同 ， 现在 打算 把 续 
备 |0/I| 作 为 p/nr 的 醒 数 来 欠 光 一 下 。 首 先 看 看 ， 当 通路 准确 调 
谐 到 共振 时 ，|U/I4 怎样 伴 地 依 仓 于 身 合 和 品 贤 因数 。 当 p=% 时 ， 
公式 (70.4) 具 有 下 刘 形 式 : 


Sm L Y10 
Ts 二 0 T 十 (71 包 )2 


由 这 里 看 ! 1 ,在 共振 时 ,振幅 依存 于 7Y18 的 侍 。 人 公式 (70.5) 中 的 搬 
因 次 系数 跟 yx 的 依存 关系 如 图 195 所 示 。 因 此 , 对 于 当 y18 = 


(70.5) 
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1 时 的 共振 频 这 说 ， es ptr 现 振 动 振 由 的 最 大 


储 。 ?mp= 1/Q 的 炮 合 称 为 临界 而 合 。 假 如 选 好 某 一 个 确定 的 % 
人 备 , 例 如 &=50, 任 上 县 朴 变 yy1， 


05 
by 那 末 ， 对 祖 合 星 甸 和合 附 近 的 一 


LT ee es 
才 / 些 不 同 的 yi@ 值 ， 各 作 一 根基 


il 振 曲 线 ， 所 得 到 的 共振 曲线 的 
i 形状 十 分 不 同 。 当 7Y1>Ygop 
图 195. 时 ,共振 曲 级 有 两 个 最 大 值 ; 当 
71<7yaig 时 , 在 p=% 这 一 点 ,共振 昌 炎 有 一 个 最 大 包 。 共 拨 曲 入 
的 形状 大致 如 轩 196 所 示 。 
ee 的 曲线 看 还 , 当 耦 合 比 临界 武 合 稍 大 一 点 时 ,或 者 
y1i@ 比 工 舟 大 一 点 时 ， 在 
这 种 情形 下 ， 滤 波江 可 以 
分 离 出 相当 和 的 频带 。 
研究 这 一 例子 ， 就 可 
2 、 知道 :等 耦合 小 的 时 候 , 过 
2 p2 路 中 的 阻尼 完全 “消灭 ”了 
”条 航 的 共振 特性 。 在 第 一 
个 迎 路 中 ,外 来 的 作用 激励 着 受 迫 振动 ,这 一 振动 叉 被 传 深 到 第 一 
个 过 路 中 。 电 于 这 时 相互 作用 的 电动 势 很 小 , 从 而 第 二 个 胃 路 儿 乎 
对 第 一 个 过 路 中 的 振动 没有 什么 影响 。 还 可 以 这 样 来 解释 它 : 当 
而 合 不 大 时 ,系统 的 两 个 固有 频 浴 彼此 很 接近, 而 朋 尼 EE 局 二 个 最 大 
值 都 变 得 很 平 绥 , 以 致 它们 会 重合 起 来 . 当 耦 合 培 加 得 大 于 临界 储 
时 ， 有 系统 的 南 个 固有 频 牵 离 得 如 此 远 ， 到 狼 尽 管 有 阻尼 的 平 组 作 
用 ,每 个 加 有 频 达 附近 的 最 大 伴 仍 旧 入 外 开 来 ,在 这 利 详 沈 下 的 烛 
会 电动 势 是 是 人 够 大 的 ， 第 二 过 路 在 第 一 过 路 中 所 引 赵 的 电动 势 大 
大 邮 影 响 第 一 过 路 中 的 振动 。 


371. 具 多 个 自由 度 的 线性 振动 系统 的 一 般 性 质 

由 一 些 艳 合 起 来 的 探 所 各 成 的 振动 系统 (图 197)， 或 是 由 许 
多 过 路 所 组 成 的 电路 (图 198)， 祁 是 具有 多 个 自由 废 的 系统 的 实 
例 。 

系统 的 某 一 环 季 扬长 
生 的 振动 ， 一 定 会 引起 其 | 
余 环 节 中 的 振动 。 当 利用 
独立 坐标 来 描 迟 系统 中 汤 | 
有 的 运动 时 ， 独 立 坐 标的。 “ A 
数目 就 是 自由 度 的 数目 。 ' 
例如 ， 对 于 由 一 些 摆 所 租 ee 
成 的 么 统 (图 197) 来 说 ,如 果 所 考虑 的 仅仅 是 探 在 图 克 平 面 内 的 运 
动 ， 那 么 , 它 就 是 一 个 具有 五 个 自由 度 的 系 入 ; 就 图 198 中 所 表明 
的 电气 系统 来 说 ， : 


LN LNMK 


en yu 

它 也 县 有 五 个 上 自由 
度 。 华 标 古 可 以 用 1 
ro 


各 式 各 样 的 方式 来 
选择 的 。 例如 : 在 
机 械 系 和 统 中 ， 可 以 
把 每 个 摆 的 路 离 取 ed 
作 坐 标 ,同时 ,也 可 图 198。 

把 莫 个 摆 的 偏 角 和 所 有 强 移 的 长 记 取 作 坐 标 等 竹 ; 在 电气 系统 中 
( 辆 198)， 可 以 把 电路 中 某 些 点 的 电流 取 作 坐 奈 ,这 些 点 已 经 用 短 
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ee 


钱 标 明 在 各 个 支 路 上 ， 关 于 所 选择 坐标 的 充分 性 和 正确 和 性， 是 可 
及 用 “固定 法 ”来 检 鸡 的 ,例如 ， 如 果 把 所 有 的 笛 标 * 回 定 起 来 ， 保 
持 不 变 , 或 是 把 取 作 基本 坐标 的 电流 所 流 过 的 一 团 支 路 都 “ 断 开 ”， 
那 未 ,在 系统 中 , 便 不 可 能 有 任何 运动 。 

我 们 往 后 只 研究 线性 系 约 ， 也 就 是 可 以 用 灯 性 微分 方程 式 来 
描述 运动 的 那 种 系统 ,这 就 大 示 : 在 运动 规律 中 , 其 含有 各 个 坐标 、 
速度 以 及 加 速度 各 生 忆 某 些 常 系数 所 得 的 和 ， 侧 不 会 有 这 些 量 的 
乘积 和 咯 次 和 丰 。 或 者 这 样 说 ， 在 运动 的 规 种 中 ， 强 力 与 坐标 的 变 
化 成 正比 , 朵 擦 力 与 华 标 的 速度 成 正比 ,而 质量 则 保持 不 灾 。 

我 们 用 拉客 朗 日 的 广义 方程 来 建立 系 铣 中 的 运动 (振动 ) 方 程 
式 , 关 此 ,现在 来 考虑 系统 的 能 草 表达 式 。 

位 能 (或 坪 电 能 ) 是 系 笠 的 坐标 的 函数 ， 设 在 系统 中 的 运动 是 
由 7% 个 独 广 广义 坐标 

q1, 92 qn (71.1) 
来 确定 的 , 在 特殊 情形 中 ，(71.8) 中 的 坐标 代表 茶 些 点 的 侯 移 ,或 
是 代表 茶 些 导体 上 的 电 符 。 全 位 能 为 

U(gi, 92,…, qx) 或 U(g)。 (71.2) 
大 家 知道 ， 在 了 系统 的 稳定 平衡 位 置 ， 位 能 具有 最 小 条 ， 在 芋 衡 位 
草 ,强力 等 于 雳 ,或 是 

(元 ) 一 0， (71.8) 
9gs /oso 


s 的 什 由 1 取 芭 % ,在 下 式 中 ，9w 是 平衡 位 次 的 坐标 符 。 当 华 标 

变化 时 ,位 能 的 变化 就 是 系统 的 弹力 在 这 种 变 伦 时 所 和 作 的 功 , 若 用 

Zs 二 9s 一 4w0 来 表示 有 邓 级 的 堂 标 相对 于 于 衡 位 次 的 变化 ， 闭 末 ， 耕 

于 衡 位 年 时 ,所 有 的 x;=0。 当 x; 的 什 人 微小 时 ,可 以 写成 : 
U(qgs)~—U(gs0)= 


®& /9U 2 
wd (元 90s9di dso: Co 本 人 


8, 6 二 1 
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wor er ee 


六 为 重要 的 只 是 包 7 能 的 变化 , 折 以 ,总 可 以 全 UU (qs0) 二 0， 世 就 是 ， 
停 能 的 依从 平衡 位 蕊 的 似 能 算 起 。 刘 果 考 虑 到 (71.3) ,部 末 ,任何 
又 和 统 在 平衡 证 年 附 近 的 位 能 表达 式 便 可 以 写成 ， 


1 


| f 92U ) 
U sj) 二 es ° 全 07 十 六 与 
(9 | > \ 90:9971 Qs0: O10 Ee 0 5) 


s, 6=1 
或 者 ,引用 符号 
他 (5 (7 6) 
l 99 901 /dso, 410 : 

同时 ;有 咀 去 比 zsw: 更 高 次 的 项 ,(71.5) 便 可 以 写成 下 剂 形式: 

U(%s, v1) = > Qs1d sy, (71.7) 

s, 一半 

我 们 要 记 住 ,在 (71.7) 中 ， 求 和 的 符号 是 对 责 个 脚 标 而 车 的 ， 正 如 


常常 说 的 “二 重 和 ”。 
我 们 秋 人 研 客 的 是 系统 在 稳定 平衡 侯 是 附近 的 振动 ,因此 ,位 能 
ei 2 或 者 


U(ws, vr)>0. (71.8) 
还 要 注意 到 ,由 (71.6) 中 推 得 : 
Cs 一 Cl1s ， (71.9) 


系统 的 动能 或 磁 能 具有 这 样 的 形式 : 


和 


》 my?， 或 是 T= 二 》 Lslsl 1( 
PV) mays, 或 是 4 > Louisll, (71.10) 
ec 8, t=1 

这 里 m; 是 速度 为 y; 的 点 的 质量 。 对 于 电气 采 统 来 说 ,Lst 是 电流 
为 了 和 71 的 两 个 支 路 之 间 的 互 威 茉 数 , 而 上;: 是 电流 为 1; 的 支 此 
的 感应 系数 。 

假设 用 下 启 形 式 的 区 性 变换 中 

(4 可 以 不 限 于 入 性 变换 ; 对 于 微小 振动 来 陆 , 作 任意 变换 时 ,我 个 惠 可 忆 得 到 同 


样 的 镶 论 ; 不 过 ,在 作 EE 入 性 变换 的 这 种 情形 形 下 ， 公式 人 (74 1) 对 于 任何 (不 仅 是 微小 的 ) 
振动 都 是 适用 的 。 
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一 


将 普通 坐标 y 变换 为 广义 坐标 %;, 那 末 ， 


LA 
Sm > Y sl br, 
t= 


VA2 
丽江 | mo a) 2 II > ~ Y 他 a ws 
jE 9 sys 2 A LD 


ent, 


3 一 3 二 1 /| 
如 2 侯 
= 三 > ed SY msy uy w= >》 B rery 了 和 
» P=1 3 2, P=1 
这 里 ,引用 了 符号 
n 
1 Be pa 
pm 一 部 > MsY oy 和。 (71.12) 
Ss 二 1 . 
由 (71.12 ) 推 得 : 
Bu= Bis. (71.18) 


动能 (或 磁 能 )(71.10) 总 是 正 备 。 
因此 可 以 说 , 当 黎 性 系统 在 稳定 平衡 位 管 附 近 发 生 运 动 时 , 动 
能 是 速度 的 正 的 二 次 齐 次 型 (71.11)， 而 侯 能 是 坐标 的 正 的 二 次 齐 
A 1 
”摩擦 力 (或 是 电阻 上 的 电压 降 ) 也 可 以 用 时 个 汪 度 的 特 殊 责 数 
来 表征 。 可 是 ， 在 扰 靡 控 力 的 2 个 自由 度 的 系统 中 ， 也 和 通常 - 
样 ,开始 总 是 研 多 固有 振动 , 所 以 ,我 们 等 一 下 再 引 人 这 个 函数 。 


$ 72. 无 腹 以 力 的 系统 中 的 固有 振动 
假定 我 们 已 经 知道 系统 的 参数 , 也 就 是 知道 记 有 在 (71.11)1 
的 系数 Bs 和 (71.7) 中 的 服 数 a7, 痢 未 , 借 拉 格 扔 日 万 程 让 
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EE re ee 


& or 9U | 
a 一 和 (72 


就 可 以 号 出 服 统 在 平衡 位 咋 附近 的 运动 方程 式 。 海 动能 天 达 式 
(71.11) 和 位 能 表达 式 (71.7) 代 和 人 (72.7) ,我 们 得 到 7% 个 微分 方程 式 


信 (BC 十 art 一 0， (72.2) 


! 的 备 由 工 取 到 ”， 这 是 ?个 坐标 的 姜 性 微 苏 方程 组 。 它 的 解 怠 
代表 系统 的 固有 振动 。 
可 以 求 用 (72.2) 的 解 如 下 : 
eg (72.3) 
这 里 4; 条 入 者 是 常数 。 将 (72.3) 代 和 人 (72.2)， 我 们 就 得 到 关于 4， 
的 齐 次 方程 所: 


> (Bsm?+as)A,=0, (7 


l=1,2,3,..,%o 
仅仅 当 齐 次 方程 组 (72.4) 的 系数 行 则 式 等 于 霉 时 ,或 是 


, CT 十 局 1 和 2 二 时 二 生 二 襄 呈 于 二 党 是 刘 CI 十 局 AN2 

| Qis 二 BioN? Goo 十 后 so 和 2 002 Bro 
oseosvasvoscoesissieeoiosiieoooieioiie ii 一 0 . (C7298) 
a SR 

| 

0 十 BX? i 2 十 1) 


这 一 方程 粗 地 有 关于 4 的 非 寺 人 解 。 
不 难 证 明 , 这 个 关于 入 的 ?次 方程 式 所 有 的 根 都 是 贷 的 。 
其 实 ,我 们 在 (72.4) 中 取 一 方程 式 ,假定 是 第 ! 个 方程 式 ,并 把 它 写 为 : 


所 入 
和 8 Psi4s 十 > csl4s 一 0， 
Ga Ss=1 


eee ee roe 
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2 1 


和 X2 7 psl4s 十 4 > Xs1 Ade=0. 


3 一 8 二 
我 们 对 方程 组 (723.4 中 的 每 一 个 方程 式 都 进行 这 样 的 运 和 ,然后 ,将 他 全 全 部 加 起 来 ， 
精 果 是 : 


护 撤 
ss $Y BadsAit DF odsA1=0. (72.6) 
3171 83) 7 二 


汐 虑 到 位 能 和 动能 的 表达 式 ,(72.6) 就 可 以 改写 为 : 


UCAs, 给 1) 


A 、 
(A,, A1) 


因为 电动 论 和 位 能 的 物理 意义 知道 ,对 于 4s 和 4 的 任何 值 , 部 有 C441) >0, 以 
及 UCAs 41)>0, 所 以 和 2 总 是 一 个 真 数 。 要 记得 ,动能 了 总 是 一 个 正 数 ， 但 古 , 对 位 
能 来 襄 , 如 果 在 平衡 位 置 口 =0, 郑 来 ， 仅 仅 在 稳定 平 次 位 管 附近 ,位 能 UU 才 古 正 的 。 
因此 ,在 不 稳定 平衡 位 置 附 近 , 和 * 的 值 可 能 是 正 的 。 
一 般 地 说 ,方程 式 (72.5) 有 ?2 个 不 同 的 入 的 秆 :和 i. 3 3 
因为 这 些 数 都 是 钢 的 , 那 末 ,就 可 以 将 宪 们 用 为 
We 十 40s， 
这 里 wo, 是 实数 。 因 此 ,方程 式 (72.5) 就 有 27 个 成 对 的 基 辊 极 , 所 
以 ,方程 租 的 特 解 具 有 下 列 形 式 : 
vs=Aeie tt Arerios! 8=1,2,..%n, (C727) 
这 里 公 是 4, 的 共 二 复数。 显然 (72.7) 中 的 每 一 式 部 是 频率 为 
os 的 谐振 动 。 
因此 ,方程 租 (72.7) 的 通 解 是 由 1% 个 频率 为 
D1, Way O83, On (72.8) 
的 谐振 动 的 和 所 组 成 的 ,所 以 括 率 (72.8) 古 系 区 的 固有 针 祭 ,而 睫 
程式 (72.5) 是 确定 固有 频率 的 方 各 式 ,或 者 简称 为 “ 频 奉 方 程式 ”. 
对 于 每 一 个 固有 频率 w; 测 车 ， 如 果 将 它 的 值 代 人 《72.4) ,我 
们 就 得 到 一 个 确定 量 4; 的 万 程 钥 ,由 于 对 于 每 个 op 的 人 第, 人 郁 有 一 
个 届 于 它 的 方程 租 , 著 末 ,我 们 便 用 了 责 个 脚 标 来 小 方 


未 这 4 这 样 一 


来 ，4vo 的 第 一 个 脚 标 是 表示 坐标 的 号 码 , 而 第 二 个 脚 标 是 才 示 固 
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有 阔 达 的 吕 售 。， 关 于 4sp 由 方程 租 便 具有 下 麟 形式 : 
7 
i i 
LA (Os! w3 Bs) isp = 0, (72.9) 
SS 


1 一 了 29,8. 

对 于 而 有 频 康 的 每 一 个 号 码 2， 都 存在 一 个 方程 各 (72.9), 因 
距 , 总 有 7 个 方 称 ee sp, 

在 每 一 个 关于 冰 率 on 的 方程 租 (72.9) 中 ,含有 % 个 未 知 数 : 

和 po (72.10) 

但 是 由 于 万 程 租 (72.9) 是 一 个 7? 个 齐 痰 方程式 的 方程 租 , 因 噬 ,这 
个 方程 租 只 能 确定 名 和 3 so 与 基 一 个 4o 的 比值 , 下 此 可 网 ,一 
个 4 向 值 是 可 以 任意 选取 的 , 丽 其 余 的 4ww 的 管 则 由 (72.9) 来 确 
定 。 因 距 ,我 们 下 和 人 下 介 的 新 量 : 


i 
jsp 一 二 一， (79.11) 
这 些 新 的 晤 完 公 决定 于 下 划 的 方程 组 , 这 开 程 组 是 由 《72.9) 得 来 
EA 
> (Qs1— BeroB sn = Bind ~— ot C191 ) 
二 他 


ee 

| 绽 了 方程 组 (72.12 ) 罗 二 a 从 对 应 
于 某 个 wy 竹 的 方程 租 中 ， 我 们 可 以 求 得 % 一 1 个 量 fo 它们 是 一 
些 确 入 E 的 实数 改 请 。 柱 据 定义 (72.11), ksw 是 南 个 复数 的 政和 化 ,这 个 
政信 只 有 在 这 于 个 复数 的 辐 角 相同 时 守 是 实数 ， 因 此，(72.10) 的 
至 体 部 有 相同 的 王 人 角 , 或 彰 | 


1 8 
oe bP 


0 


这 里 1 2 是 模 ， 耐 辐 和 角 oo 对 于 所 有 的 s 来 说 都 是 一 洗 的 。 楼 据 
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errr nceet tre tem eto er MH 


ee ee 


(72.11), 我 个 可 以 把 4 写成 : 
攻 


现在 , 将 (72.7) 的 特 解 均 示 为 : 


1 RS 
top Ainksn ee ptt pe iCoptt? p), 


sp 9 p, 


或 是 Vn = pp COS( nt 十 Pp ) (F918) 


8=1], 2 i %, 

表达 式 (72.18) 的 意义 是 ; 在 所 考察 的 系统 中 ， 存 在 着 这 样 - 
种 特殊 的 运动 ， 在 这 种 运动 中 , 系统 的 每 :个 华 标 都 以 一 个 频率 思 
作 谐 振动 , 面 且 , 凡 有 这 些 坐 标的 振动 都 阅 相位 。 只 只 有 一 个 坐标 
序 第 一 个 坐标 的 振动 振幅 可 以 为 任意 备 ( 与 起 始 条 件 有 关 )， 而 易 
有 莹 余 坐标 的 振动 振幅 ， 草 与 第 一 个 坐标 的 振幅 保持 一 定 的 比 从 
(so)， 所 有 举 标 的 振动 的 起 始 相 亿 Vo 痢 是 相国 的 。 

本 13) 这 种 类 型 的 特殊 振动 时 ,只 有 :ip 和 | 9p 这 现 
个 量 是 任意 的 ,其 余 的 量 一 2b 和 所 有 的 Per- 一 划 决 定 于 桑 统 的 用 
构 。 对 于 任何 固有 频率 op 来 说 ,都 可 以 长生 汶 种 特殊 拨 动 , 关 昨 
方程 租 (72.3) 的 通 解 , 或 者 ,我 们 沂 考 红 的 系统 在 任何 悟 形 下 的 区 
有 手动 郁 具 有 下 蓝 形 陈 : 


2 2 
Vs 一 > vsp = > Aipksp COS( wrt po) (79.14) 
p=1 p=1 


8=1, 2,. 

i 和 个 由 起 始 条 件 来 确定 E 的 常数 : A411，4A12…，A1n 有 
1, V2 ***, Puo 

公式 (72.14) 代表 一 个 具 % 个 自由 度 的 族 性 系统 中 的 固有 站 
动 ; 当 固 有 振动 时 ,每 个 坐标 虱 作 复杂 的 运动 ， 这 种 运动 是 用 以 
入 的 加 有 频率 wp 作 振 动 的 % 个 讲 振 动 的 和 租 成 的 ， 轩 有 扰动 骨 
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ee ee ee 


的 规律 : 1) 所 有 坐标 的 同一 频 这 的 洪 振 动 ， 不 是 同 祖 和 位 
engrishi tern 
邯 末 ,所 有 其 余 坐 标的 这 一 纱 牵 的 振动 振幅 ,使 都 且 有 确定 的 什 . 
第 二 条 有 时 可 以 这 样 说 : 对 于 各 个 坐标 的 某 个 国有 频 达 的 振动 来 


说 ， 其 振动 振幅 的 分 布 读 定 于 系统 的 结构 .7 so 一 量 称 为 振幅 的 分 
布 双 数 ,可 以 用 下 刻 乍 障 来 表示 : 
| Le 了 
A TT Ks, 
Kat ee ea (79.15) 
ei es be, 


由 于 将 振 幅 都 轨 竺 到 第 一 个 坐标 的 振幅 , 那 末 , 答 陈 (72.15) 

的 第 一 列 便 由 1L 所 租 成 ， 还 可 以 将 振幅 归 灶 到 关于 某 个 频率 的 任 
os 这 时 ,在 乱 障 的 每 一 行 中 ,一 定 有 一 个 数 惩 等 于 1。 
了 能 更 清楚 地 设想 固有 振动 的 情形 ,我 们 求 考 虑 一 个 例 十 。 


$ 73. 附 有 三 个 小 珠 的 弦 的 固有 振动 


我 们 来 考察 一 根 具 有 恒定 张力 的 吕 的 模 搁 动 ,在 这 续 上 ,罕有 几 个 小 珠 , 各 水 彼此 
距 次 相等。 由 于 沾 珠 的 下 径 比 它们 之 圈 的 距离 小 很 多 , 我 们 就 把 小 珠 座 为 是 具有 -~ 定 
质量 的 点 ,并 假定 交 是 浸 有 重量 的 ,这 就 是 褒 ， 引 的 质量 比 小 珠 的 质量 要 小 很 多 。 这 个 
气动 的 例子 ， 看 来 像 是 很 不 切合 实际 , 然而 宕 却 很 便于 就 明 在 一 个 具 多 个 自由 度 的 杀 
统 中 的 拨 动 的 一 切 重 蛋 特 点 。 

很 设 总 的 乓 度 为 名 有 三 个 小 珠 因 定 在 弦 上 ,各 珠 的 攻 交 相等 (图 199)。 


网 199. 


小 珠 的 园 量 是 mr, 21m, mr。 在 振动 时 ， 总 的 张力 妨 保 持 不 变 。 拨 动 是 汶 生 在 一 个 
平面 内 ,小 珠 的 位 移 恰 直子 残 , 井 且 分 别 用 x1, za, 2s 来 表示 ,如 图 所 示 。 
硒 这 个 例子 中 ， 写 出 符 每 个 小 珠 在 受 交 的 力作 用 时 的 运动 方程 式 ， 比 用 能 量 丧 达 式 
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em 


的 一 般 方 注 来 求 佣 , 要 简单 些 。 
我 个 假定 ziy gs, ws 比 1 小 很 多 


于 民 , 于 是 运动 方程 式 将 是 : 


因此 ， 粥 的 妨 角 的 正 汞 用 正切 础 可 以 用 仿 篆 来 


5 
NY = 了 (一 二 Vs 一 01)， 


po = 《zs 一 Ci) 十 (2 


4— Vo | (179 1) 
i 


对 第 一 个 小 球面 首 , 力 一 2 指向 平衡 位 置 , 而 力 4 


-(zs 一 21) 的 方向 是 痪 开平 衡 
位 置 等 等 。 
我 个 用 下 列 符 号 : 
， ee oy .27 


一 2 
a 4 
277 :nb 4 


这 是 采 统 的 部 分 类 率 的 毕 方 。 例 如 : 
球 振 动 的 部 分 类 到 。 


这 样 一 来 ,运动 方程 (73.1) 可 以 瑟 成 : 


22 


(73.2) 
当 第 二 个 和 第 三 个 小 珠 间 定时 ,m1 就 是 


| 人 
于 ZE 2 A 个 “ 


0 
芯 ; 十 (21 —%a)=0, 


2 


5 十 但 (一 za 二 258 一 0， 
在 这 里 ,可 凡 看 出 一 个 规律 ,根据 这 个 规律 ， 本 
的 运动 方程 式 . 方程 组 (73.3) 是 方程 组 (72.2 的 特 丈 情形 


K 
洲 形 ”这 时， 三 个 华 标 是 哩 性 砧 
全 在 一 起 的 ,在 这 种 场合 , 当 8 天 7 时 ,所 有 的 Bs; 都 等 于 等 


A 
我 倍 来 求 下 列 形式 的 (78.3) 的 颁 : 


不管 嘴 附 有 乡 少 个 小 珠 , 部 不 难 屁 出 站 


Wi 一 授 ; erot 
Waser i 


va=Aaerot. 


把 它 个 代入 邮 3.3), 我 们 得 到 : 
C903 一 oa) .41 一 到 04 一 0 
1 sr 小半 用 1 多 < 
一 31 十 (NE 一 w ) 4 —7E4: =0, 


Ny 
= A 一 3 ) .43 之 


《78 .4) 
(78, 4 是 关于 41, 4 和 4s 的 齐 次 方程 粗 ， 令 其 行列 式 各 


于 徊 ,这 等 式 就 是 确 守 国有 
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me , 和 机 a 


闫 率 的 方程 式 : 


1 


Co) nT) nN) n=0. (78.5) 
Ai 


这 个 方程 的 一 个 恨 , 印 个 因 有 频率 是 : 
ww 1, (78.6) 
根据 (78.2), 有 好 三 2 如 果 考 谍 到 这 - - 关 采 ， 那 未 ,我 们 就 得 到 其 余 的 两 个 产 李 的 
数值 : 
0 = VB Fn, 


w= 人 8 3 十 15 人 局 ehy. (73.7) 


必须 指出 , 奖 有 频率 是 按 逝 玩 的 次 序 来 排列 的 ,也 就 是 ; 

WI 
天 在， 入 这 些 频 率 的 值 代入 方程 式 (78.4), 大 且 来 求 振幅 分 布 邓 数 。 要 记得 ， 根据 定 
> 


考虑 到 (73.6) 和 和 (73.7) 时 ,我 倍 就 可 写 出 频 认 为 wa 的 方程 组 (73 .4)。 


二 (ty 5 一 上 1 二 0， 


一 二 十 二 (Y 噩 一念 bot 一 二 jai 一 0 (73.8) 


一 Na 十 二 (1+Y 三 )Pai 一 0 
方程 灯 (78.8) 胡 仍 号 : 
Ps = 立 (+ WV 5) ks1=1. 


在 相应 的 起 始 条 件 下 , 嘴 仅 仅 愉 第 一 个 频 兰 wi 作 挨 动 , 而 将 在 振动 的 任何 胜 踢 兵 
有 有 如 网 200 唐 示 的 形状 。 夺 有 的 小 原 襄 作 同 相位 的 拨 动 , 第 -个 与 第 三 个 小 珠 的 埃 帆 
起 相同 站 Ee = 个 小 珠 的 拨 幅 
强大 小 Cr) 倍 。 在 考虑 A 
这 人 ,我 们 可 以 了 侨 到 : 。 到 于 
1] 果 将 站 由 笠 宛 位 忠 近 到 如 简 有 
200 所 孙 的 往 轩 ,然后 放手， 水 
未 ， 小 珠 利 弦 ! ee ol 的 加 下 反动 ,所 有 的 小原 将 在 同一 朋 倍 悉 过 平 络 
位 置 , 击 且 站 征 何其 他 的 阴 间 , 北 的 形状 会 与 图 200 所 示 的 形状 机 刀 。 
用, 亲人 条 数 ; 
对 于 ws 二 %1 而 癌 


kag=0, [as 二 一 车 
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er ee ee ee ve i 


对 于 ;二 3 TY 淹 营 ， 
kas = (Lv),%» jy (78.9) 


3 


对 应 于 这 些 车 率 的 拔 动 波形 下 明 在 图 201 .上 
分 布 系数 的 短 阵 具有 下 询 形 式 : 
1 1 1 
LV ol1-y5 (73.10) 
2 2 
1 一 1 1 
在 任何 起 起 始 条 件 下 ， 人 竹 何 间 有 拓 动 可 以 用 这 三 个 谐振 动 的 入 来 大 示 : 南江 的 小 丈 
都 以 三 人 个 顷 率 作 反动 ,和 而 电 圈 的 -一 个 小 珠 , 因 为 a 二 0, 只 以 责 个 频 认 作 扯 动 。 
ws > : 仅仅 是 为 了 明 了 和 诗 
一 靠 简单 , 我 们 才 把 小 珠 在 歼 
上 作对 称 的 排列 。 当 小 球 
的 屠 量 未 相 同 ， 以 及 定向 在 
弦 . | [ 意 的 排列 时 ， 显 
然 , 用 启 祥 的 方法 仍 可 求 得 
国 前 闫 未 和 人保 凯 的 分 布 . 
本 节 中 所 得 到 的 糙 果 ， 
可 以 应 用 到 这 种 类 型 的 任 
何 氮 动 系 杭 上 工 赤 。 侈 如， 图 
202 和 和 208 所 示 的 系 炳 的 四 
有 找 动 ， 就 具有 这 梯 的 形 
式 ， 全角 未 入 的 例 子 中 ， 


部 分 狂 束 的 值 等 


0) Dp 
这 5 
aid 


出 208. 
在 第 一 个 例子 申 ， 是 考察 三 个 贤 鼻 的 纵 报 动 ， 它 科 是 由 电 有 有 相国 的 天 诬 丰 的 蛙 
耦合 起 求 的 , 工 且 ， 选取 时 的 亿 移 作为 党 标 。 在 第 二 企 例 于 是， ， 办 有 注 个 奶 
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通路 的 系 葬 中 的 电 据 动 , 芽 把 在 瞬间 i 通过 某 一 支 路 的 电量 取 作 坐标 。 


$ 74. 正则 坐标 


在 众 析 县 多 个 目 出 度 系 统 的 固有 振动 (72.14) 时 ， 我 个 可 以 优 
照 雇 前 分 析 两 个 自由 度 系 统 时 闭 样 ， 部 引用 正 风华 标 ， 也 就 是 只 和 作 
弯 振 动 的 坐标 。 事 实 上 ,如果 我 个 答 定 个 庄 振 动 

全 一 4 cos(wjt— 9;), (74.1) 
它们 的 和 表示 第 一 个 坐标 zi 的 运动 ， 那 末 , 所 有 其 余 的 谷 标 的 运 
动 也 就 完全 给 定 了 。 因 此 , 量 
€1, Co, 5 
可 以 认为 是 系统 的 新 坐标 ,并 称 为 正则 坐标 。 

根据 (74.1) 和 (72.14), 笑 普 通 坐 标 变 为 正则 绕 标 的 变换 公式 

具有 下 刚 形 式 : 


了 
ee > jes (174.2) 


ga 

每 一 个 正则 坐标 6; 的 值 ， 当 其 余 的 正 划 坐标 都 等 于 雳 时 , 答 
器 了 所 有 举 标 2 的 确定 储 。 

我 们 假设 : 和 = 而 其 余 的 5 都 等 于 雳 ,这 就 表示 ,所 有 的 坐 
标 zw 1 

X1 一 0 和 09 一 8o30 203 一 Ngs0 2001 一 ASG。 (74.8) 

在 一 般 情 驶 ,坐标 2; 的 储 ， 由 每 个 正则 化 标 6; 所 对 应 的 ?个 
分 量 的 和 所 确定 。 

加 果菜 一 个 正如 坐标 61 以 本 身 的 糯 率 作 谐 振动 ， 那 未 , 这 融 
意味 着 ， 系 统 的 全 部 坐标 o, 也 都 以 同样 的 频率 作 同 相位 的 (或 反 
相位 的 ) 谐 振动 ,久生 具有 确定 的 振 划 , 因 此 ， 便 把 和 正副 坐标 6; 的 
谐振 动 针 对 应 的 振动 , 称 为 正则 振动 - 现 在 我 们 就 可 以 说 ， 未 统 的 


-时 上 一 过 E 必 信 
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任何 园 有 振动 都 是 正 划 振 动 的 和 。 

变换 (74.2) 可 以 直接 训 为 是 坐标 x; 的 线性 变换 。 关 于 正则 坐 
标的 阅 题 还 可 以 这 样 提 于; 我 们 到 一 种 将 坐 奈 :; 变换 到 坐标 5; 的 
线性 变换 , 在 一 般 情 形 中 , 这 变换 具有 任意 的 系数 ， 我 们 还 此 求 达 
样 的 一 些 系 数 ， 这 些 系 数 可 以 使 得 动能 和 位 能 的 起 达 式 中 只 出 埋 
5; 的 平方 以 攻 5 的 平方 ,也 就 是 说 ， 在 动能 和 位 能 的 表达 式 中 不 

含有 确定 坐标 间 看 会 的 项 。 这 时 , 拉 格 朗 日 方程 式 将 是 : 
Ej+ oYE;=0, (74.4) 

生起 中， 了 = 29。 

我 们 所 提 引 的 问题 的 解答 归 千 到 变换 公式 (74.2)， 变 换 公 式 
中 的 未 知 系 数 ,就 刚好 是 固有 振动 的 振幅 欠 布 系数 (Cs )， 

我 何 已 经 采用 了 另 一 个 较为 明了 和 和 莘 叫 的 好 法 ， 最 然 ,很 据 完 
义 (74.1), 每 一 个 61 总 能 满足 谐振 动 方程 式 (74.4) 让 芍 一 个 方程 

et te cnet a 
频率 作 纯 谐振 动 ， 这 是 朵 为 对 于 每 一 个 固有 频 这 ， 人 名 有 一 个 正则 
坐标 跟 它 对 应 。 

显然 , 息 据 污 义 (74.1) 可 以 把 第 一 个 艇 标 忠 吕 伪 为 了 的 着 纤 
的 振幅 称 为 第 了 个 正剧 振动 的 振幅 ， 

系统 中 的 任何 固有 拨 动 帮 是 正则 振动 的 得 ， 面 其 中 的 年 一 个 
攻 具 有 了 确定 的 振幅 和 相位 ,如 时 我 们 知道 计 : 草 振 动 , 总 可 以 根据 公 
式 (74.1), 确定 每 一 个 坐标 x; 的 振动 。 


$ 75. 正则 化 标的 正 突 性 


每 一 个 正则 振动 都 共有 一 完 在 两 个 任意 正则 红 
动 的 分 布 系数 之 因 存 在 着 一 种 关系 ， 这 ee :起 笨重 餐 
的 作 月 用, 我们 把 它 称 为 正则 坐标 (或 正则 振动 ) 的 正 灾 条 件 。 
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et 


现存, 我 们 来 导出 一 般 形 式 的 正 交 条 住 ,一 个 关于 振幅 4s 的 
el 


>》 (ur 一 o3PDba=n 


1 = 二], 2,…, ,或 是 写成 : 
也 
(askss = 003 > Berhs; (75.1) 


则 样 , 1 二 1, 92,……, %o 
“ 顺 全 提 一 下 ，(75.0 中 任 一 方程 式 攻 代表 一 个 确定 加 有 频率 
移 公 式 


ep 


3% 


2 Oshss 


(= (75.2) 
S B slhs; 
3 二 1 


如 朵 正副 振动 的 众 布 是 已 知 的 ， 闭 末 , 借助 于 (75.2). 就 可 以 确定 
对 于 其 他 的 频率 ow 岂可 以 写 出 (75.1) 涂 的 等 起: 


Se B stb sn, (75.3 ) 
8 + 


ss = 
b=, 9, nN, 
现在 ,将 会 式 (75.1) 中 的 每 一 个 臣子 乘 以 《ip, 而 将 (75.3) 中 的 
每 一 个 式 子 乘 以 hj;, 同时 , 作 册 两 表达 式 忆 肢 标 ! 连 训 的 和 。 


% 


pe p= De > B srksihry, 
a 
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和 2 入 
Ek 六 本 之 B8 六 k 。 
2 Csy1sp117 = Wp slhsni ys, 


,Ss=】] 6, 8s=1 


在 上 面 的 十 个 等 式 中 ， 以 F 式 减 上 式 ,我们 得 到 : 


S Osiks jkrp 一 S Ask spk; = 


2， b, s=1 


这 
二 4 > Bsibsshrp— Cw S B srb spk1s. (75.4) 
Ls=1 bs=1 


和 于 要 所 71 和 xs 一 os 同时 根据 13)， Bi= Biso 屠 东 ， 3 


信 J 和 和 也， 
化 
(wF— $8) f B sksphrj=0. (75.5) 
s, L=1 


Sh Bsrksokr; = 0. (75.6) 


s, =1 
附 于 两 个 正则 振动 的 分 布 系数 的 条 件 (75.6), 称 为 正 灾 条 件 . 
在 仅仅 具有 强 性 耦合 的 系统 中 , 当 s 冯 1 时 ,所 有 的 B;1==0, 因 
此 动能 的 系数 符 阵 是 对 角 乍 阵 。 在 这 种 场合 ， 正 交 条 件 (75.6) 是 
按 基 一 个 脚 标 器 加 的 和 : 


放 
> Bratbewhks (75.7 ) 
二 六 | . 


当 =p 时 ,对 于 所 有 的 7 和 都 成 证 。 
在 太 究 柔 统 的 固有 振动 时 ， 和 党 利用 正 效 条 件 , (75.5) 中 看 
人 当 7 二 Va 时 》 量 
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pe ee ee morrn 


> B srkss kr 


1 s=1 


不 等 于 需 。 这 个 最 的 物理 意义 将 存 下 一 池 中 予以 说 明 . 


370. 固有 振动 的 能 量 和 正则 振动 的 能 量 

我 们 假定 :在 系统 汕 改 午 一 个 正则 振动 ,或 者 由 某 一 个 频 窑 的 

振动 所 组 成 的 固有 振动 。 兮 
vs = Ujksj COS(CORET PI), 
上 式 中 ，s= 上 1 2 3,…,n， 耐 4; 是 频率 为 0; 的 正则 振动 的 振幅 。 
当 所 有 华 标 的 速度 
Vs= Ok Sin(w tt i) 

达到 最 大 侍 的 瞬间 ,振动 的 公 部 能 量 就 等 于 在 该 瞬间 的 动能 ,而 当 
嚼 间 加 满足 条 作 oz 十 晤 一 可 到 时 ， 便 会 如 尘 。 这 里 双 是 任意 奇 
数 。 

在 任何 运动 的 场合 ,根据 (71.11), 动能 是 


7% 
4 一 >》 B sy 
| 


s, [=1 

为 在 一 个 正 昌 振动 的 情形 中 ， 系 统 中 所 有 的 坐标 作 周 相位 或 反 
相位 的 振动 , 那 术 ,所 有 坐标 的 涝 度 , 当 同 一 坚 阅 io, 在 平衡 位 置 具 

的 显然 ,在 盟 间 4 带 有 脚 标 ) 的 正则 振动 的 动能 就 等 于 

振动 的 全 部 能 量 2;, 因此 


也 
=T(to) 二 0430w3 > BS obs pi (76.1) 
G 7 二 1 
我 人 用 符号 
By > Bork ss ky, (78.2 ) 


ER tli 
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a ee hm 


出 时 立 :总 到 量 B; 具有 系数 Bsi 的 因 次 ,例如 :就 机 械 有 柔和 统 求 襄 ， 友 
果 xz 是 位 移 坐 标 , 睹 未 ,Bi 具有 站 量 的 关 殉 ; 就 电气 系统 来 说 ,如 
果 ws 是 电荷 , 屎 未 ， 万 ) 就 最 有 感应 系数 的 因 浆 等 等 。 


我 们 可 以 把 正则 振动 的 能 重 号 成 这 样 : 


让 


? 


1 
Bj;=5 B03 CD2 (76.3 ) 


如 朵 2 是 位 移 坐 标 , 那 末 , ao 是 速度 ,而 万 是 质量 ， 因 此 ,在 一 般 
的 场合 ， 我 们 称 量 B; 是 号 码 为 j 的 正 旭 坐标 的 :有效 质量 ”要 司 
得 , 8; 的 秆 是 随 着 誉 标的 物理 意义 不 同 而 不 相同 的 。 : 

还 可 以 证 明 : 正则 振动 的 全 部 能 量 将 等 于 在 瞬间 1 的 位 能 ， 
而 瞬间 六 是 由 下 嘱 条 件 来 确定 的 。 


wy Pj;= m7 这 时 m=0,1,3,… 


在 盟 关 所 abt ts " 几 是 在 高举 生 位 最 远 的 地 万 ， 面 擂 有 有 


再 ;一 < > oops. (76.4) 


类 似 于 正 别 华 标 的 “有 效 吉 最 ”可 以下 人 正则 毕 标 的 有效 出 度 


上 了 了 、 - 人 本 
Dj=2 > Qsrh sskrs, (70.5) 
S, b= 


于 是 ,振幅 为 oj 的 正 划 振 动 , 其 爹 部 能 量 等 


】 网 
人 7 一 本 5107， (7 各 .全 ) 


此 加 (76.3) 和 (76.6), 我 们 得 到 : 
Bjw3 一 Si 
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的 很 动 - 299 
> Qsrkesky; 
Si a 1 
只 一 2 二 3, 7 二 SN 人 
人 B; -二 一 (76.7) 
> B oress hes 
s, (=1 
这 个 公式 ,在 形式 下 类 似 于 具 一 个 自由 度 系 统 的 固有 频率 的 公式 。 
可 以 证明 : 在 一 般 情 形 中 , 梁 统 的 加 有 振动 的 动能 ,等 于 各 个 
正则 振动 能 量 的 和 
其 实 , 仿 系统 的 回 有 据 动 县 有 这 样 的 形式 ; 
vs 一 六 Qhess COS( wt + Py). 
Pr 1 


闭 末 这 些 振动 的 动 龙 


CA +44 


他 
公 二 5 Bs1Xs 人 T= ; 


fal > QW psycoj Hin(wy t+) 仿 apkipwp Sin(wntt®, )= 
5, jo 


4.7=1 了 一 下 各 二 并 
VA 7 
一 S Cn wp Sin(w,tt+y,) sin (wpv 二 pp) 多 > Bsiksy klp 
9， (一半 3, bs 
当 注 意 天 正 交 条 件 (75 .6 ,我 们 得 到 ; 
+ AS WA 
7 > a io &ins 3 (wt+9). Ps Ry = 于 > Bb) ONin (wst+ yy). 
7 二 1 s, t=—1 站 汪汪 
(76.8) 
因此 ， 任 何 形式 的 固有 振动 的 动能 ,都 是 各 个 正 妈 振动 能 量 的 和 
我 们 旺 着 重 据 红 :: 


这 是 正则 振动 或 坐 标 ) 正 区 性 的 条 汪 。 
如 到 所 有 的 正则 华 标 有 着 相间 的 振幅 ， 圭 末 ， 根据 (76.6), 每 
一 个 华 标的 能 量 , 和 同一 坐标 的 “有效 系数 ”5S; 成 正比 。 


$377. 正则 坐标 标尺 的 变化 


频率 wj 的 正则 振动 (坐标 ) 的 大 小 是 完全 任意 确定 的 ,我 们 把 第 一 个 坐标 21 的 同 
-… 频 这 的 振动 振幅 取 为 十 来 作 量 测 正 则 坐标 好 的 显 位 , 当 这 样 选 取 它 的 标尺 "时 , 正 
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er dnt ea bier ee ea 


则 坐标 5 的 振幅 便 等 于 wj， 等 于 第 一 个 坐标 x1 中 闫 率 为 wi 的 谐振 动 分 量 的 痉 幅 。 
我 们 记得 ,在 分 布 条 数 的 答 陈 (72,15) 中 ,第 一 列 所 有 的 元 素 都 苦于 1 kj。 
还 可 以 用 完全 不 同 的 方法 来 选取 正则 坐标 的 单位 ， 这 是 因为 在 物理 上 上, 仅仅 和 十 了 
敲 频 率 的 各 个 振动 振幅 与 某 一 企 振 幅 的 比值 ; 也 可 以 把 基 个 其 他 的 健生 了 中 的 扳 : 泪 
ee 来 作为 正则 坐标 的 日 位 ,而 且 对 于 不 同 的 频率 来 说 ,可 凡 选 取得 不 同 。 志 可 以 
认为 ,正则 坐标 的 罩 位 ,只 是 第 一 个 坐标 2 中 具有 相应 0 的 倍数 
或 分 数 等 等 。 在 振动 理 座 中， 往往 利用 让 些 情况 来 简化 公式 和 计 贫 。 例 如 : 可 内 这 人 样 
当选 取 正 妈 坐标 的 量 测 单位 ,就 是 要 使 得 在 新 的 标尺 中 , 对 于 所 有 的 正则 坐标 来 总， 虽 
有 具有 同样 大 小 的 “有 效 质 量 ”。 
熟 在 用 新 的 标尺 时 ,每 一 个 正则 从 标 的 振幅 是 97, 井 且 与 wy 有 如 下 的 关系 : 


人 Ba C77.1) 


上 式 中 ,Bo 是 一 个 任意 常数 , 它 具 有 B; 的 因 次 。 是 然 ,在 这 里 ,单位 的 选取 伪 然 是 性 
意 的 一 -常数 Bo 是 任意 的 。 于 是 ,根据 (76.3), 在 新 的 众 标 惠 ， 正 轩 振动 的 全 部 能 各 
是 : 


1 多加 0 
Bj;=3 Bowbs (CTT) 


因此 ， 在 正则 坐标 的 这 个 标尺 中 表明 了 ,如 果 所 有 的 正 期 坐标 其 有 相同 的 报 幅 ， 屠 永 ， 
每 一 个 正 划 振动 的 全 部 能 量 , 便 与 它 的 频率 的 平方 成 正比。 
在 普通 坐标 ws 中 , 频 李 为 wj 的 豆 振 动 振幅 等 于 lsyaj 并 可 以 把 它 与 成 : 


jsyQ) 之 k、, Y Boi=eb, (77 .3 ) 
这 里 ,引用 了 下 列 符号 : 
B89) 一 /Es ey- (77 .4) 


用 正则 坐标 的 新 标尺 时 ,分 布 条 数 的 短 阵 是 ssj, 在 这 一 得 陈 中 般 设 来 ， 所 有 的 下 芝 
都 不 同 于 1。 这 个 短 阵 的 第 一 列 售 有 元 束 


sj=/ (77.5) 
就 ss; 求 谣 ,也 可 以 写 出 正则 坐标 的 正 交 条 件 , 其 实 把 (75.6)- 素 以 

Re 

V Bj;B, 


并 考虑 到 C77.4), 期 当 7 尖 P 时 ,就 得 到 
各 
之 Pslssj81p 二 (0. 
az 
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PL me emer ts De ee cms vs EE ee er tt 


六 C76.) 汪 上 二 。 际 点 如; 后 ， 正 划 毕 奈 的 肥效 宣 费 圭 ” 在 用 这 个 你 尺 时 的 相等 条 
件 忠 可 及 生成: 


$0 
2 》 Bassjey= Bo, (77.6) 
s, (=]1 


这 时 ,根据 C77 .47 吉大 了 新 的 分 布 系数 。 
利用 xy 证 密 际 so 的 正 划 芭 杯 ， 可 以 便 半 有 振动 的 计算 天 为 简化 。 
-显然 ,是 可 具有 具 芷 他 的 方 注 来 泛 取 正则 牧 标 的 称 儿 、 


3 78. 附 有 小 玻 的 弦 的 正则 坐标 


我 们 于 在 $78 中 已 秋 研究 过 的 例子 , 米 讨论 正 淹 开标 儿 正 则 瞩 动 。 
特 赣 甫 仅 标 了 变换 到 正则 和 合 标 二 的 配 换 公式 ,共有 下 列 彩 式 : 


ee 、 ， mn 


Pp ee a ) 名 
417” 5 2 
(78.1) 
(十 1 5 DT 十 2s) 一 42。 
£8 > ， 


21 8 
和 籽 分 布 有 对 数 (73.9) 代 入 (人 (4.2 后 ,就 得 到 虐 式 。 

平 虽 振动 的 分 布 , 可 以 用 抵 卫 人 (78.10) 来 表示 ， 如 果 念 wk 三 aa 一 aa 一 1 正则 
将 Wh 人 二 帮 如 加 200 利 2041 所 表明 的 形式 。 每 个 正则 振动 , 在 第 一 个 党 标 中 有 
一 个 拱 巾 次 于 1。 

ee , 正 灾 条件 (75.6) 也 契 成 亡 的， 对 于 禽 有 第 二 个 (wa 正则 找 动 的 南 个 号 
Wa ,这 个 条 件 是 显然 的 ， 因 为 第 二 个 举 标 (CY) 的 拨 幅 总 起 等 于 堆 。 而 对 于 第 一 个 

第 三 个 频 就 防 张 积 而 富 ,条 件 (75.6) 古 
2 fss ler ksg = [ 委 (I+V 5)C 5—1) 十 了 | =(). 


盘 
SN 


由 正 次 条 件 扒 出: 人 人 1 任意 的 波形 ， 总 可 由 用 三 个 波形 的 和 和 来 哈 一 地 磋 示 ,这 
蔚 个 波形 分 别 对 应 十 具 … 定 握 幅 的 i E 草 振 动 。 在 动能 的 表达 式 中 , 孙 数 具有 下 列 的 值 : 


272 37 Re 
(2 全 一 可 9 bas 1, B33 = | (78.2) 
2d 


如 果 8 于 和 则 Ba 二 0。 
这 是 由 于 和 = 二 二 二 《78.3) 


各 个 正则 拔 动 的 "有 人 最 县 有 下 面 的 值 : 


i a 三 a 人 
£8 4 ee > Pss 大 a es i 十 UU 小 1 


风 
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a SO ON etn bee .cheap hetero operseptmes henan 


Bs=2 > sse =2m| 3 +0 二 二 |= 2 C78.4) 


3 
> 7 om,| | 玫 本 ee 
Bs=2 》 pol-2o| 二 + + De .. ca ! |=m5~r 5 ). 
3 一 


和 如果 每 一 个 正则 振动 具有 振幅 %, 那 末 , 根据 (76. 了 D、W78.7)、(78.2)， 拨 动 的 能 如 河 


Hl 一 1 m+ $5)wta? = 02 (号 十 1 81 5 )n2c? ot ~ DY 


EB, =mot a =e 


"| Ws 人 也 aR ne 
Ba 二 mb—y was = 地 m5—~y Cl+Y 5 ns ; SY, 


第 二 个 振动 的 能 量 最 小 。 

在 这 样 前 标尺 中 . 宜 于 反正 则 振动 的 分 布 想 像 为 : 每 个 正则 侣 你 邵 县 有 相 辣 的 ”让 
效 息 最 号 ,和 例如 Bi 党 此 ， 根据 (3， 10 ep 4) } 以 及 A (78, 4 短 罗 i Ss 持 寺 人 何 下 
的 形 涉 


|| V5+1 5 3 


el 了 4 一 1 5 


217 BT 2 51 | 
(| 1 5 Vy : :村 “yy 1 pe | : 


将 正 则 航标 £7 二 5; cosCwjt 寺 9 门 变 痪 到 葡 通 华人 标的 至 澳 公式 是 这 样 的 


(PB,6) 


图 204. 


当下 出 举 标 取 这 稀 标 尺 时 ， 箱 其 辐 梯 六 小 找 申 的 正 期 拱 动 相对 应 的 吃 的 捧 动 .六 波 展 
如 图 204 所 东 。 
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Mtb em en POPE EE rer ee ee 


87?， 系 统 的 固有 频率 相等 的 情形 


应 亦 着 重 指 出 :到 现在 为 止 , 在 一 切 和 情形 中 , 我 们 总 毅 为 所 有 
i ee ed 2 ee 


ai 局 义 。 

如 果 两 个 固有 频率 是 相等 的 ,新 末 , 从 这 个 频率 的 固有 振动 的 
振幅 方程 式 | bs ; 便 不 能 确定 各 个 坐标 对 其 一 个 4 坐标 的 振幅 的 比 钾 . 
这 种 场合 ,可 尺 任 意 答 定 十 个 振幅 ,大 上 且 根 据 这 两 个 振幅 来 确 害 

余 的 振 断 。 其 余 坐 标 中 的 同一 个 频率 的 振幅 将 由 十 站 的 和 所 租 
i 其 中 每 一 项 都 和 一 个 所 答 定 的 振幅 有 一 完 的 关系 ,在 这 里 ,我 
们 不 可 能 述 详 组 理论 ,也 不 能 把 了 上面 所 述 的 加 及 证明 ， 因 此 ,只 用 
一 个 例子 来 说 有 表 这 种 情形 , 

想像 一 个 如 图 205 所 示 的 电路 ， 这 是 一 个 县 三 个 自由 度 的 系 
翘 。 我 们 这 样 选取 参数 , 使 得 一 地 二 等 于 一 个 部 分 系 饱 的 固有 频 
率 ， 这 个 部 苏 系 和 统 是 但 基本 系统 中 的 43=0 而 得 到 的 。 我 们 和 将 对 
应 于 gs 的 电路 断 开 ,和 任 分 到 下 的 系 航 的 加 有 频 牵 为 
i 
VIG 
这 [时 ， 人 难看 出 , 当 qi 二 9 二 0 时 ， 剩 下 的 迎 路 (7) 的 频率 是 w = 


= Tz。 假定 由 于 某 种 原因 ,在 这 个 迎 沾 中 北 生 了 固有 振动 , 它 


们 并 不 在 电气 系 航 中 的 其 余部 耸 诉 励 任何 振动 。 事 实 上 ， 频 厌 为 
% 的 角 路 中 的 电流 任 不 在 1 与 2 雨点 之 间 产 生 电 压 ， 这 契 因 为 电 
窑 电 抗 (1/00) 和 电 威 电抗 CwZ) 相 等 ， 而 在 古 个 电抗 上 的 电压 降 
ee 又 相反 。 男 一 方面 ， 如 巢 在 不 包含 近 路 (了 的 部 分 系统 中 ， 


wW1 及 9 一 
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动 。 因 此 ， 在 系统 中 ， 有 两 个 具 同 一 频率 0: 的 谐振 动 龙 可 能 的 ， 
而 且 , 在 各 个 部 分 系 级 中 ,这 一 频率 的 两 个 振动 的 振幅 古 完 科 任 必 
的 。 说 得 更 正确 些 ,它们 只 与 起 始 条 件 有 关 。 或 才 , 对 于 国有 频 守 
相 重 的 情形 来 襄 , 系 狼 好像 是 由 十 个 被 隔离 了 的 、 完 全 独立 的 施 分 
所 租 成 。 

如 果 在 有 具 十 个 过 
路 的 系统 中 壮年 了 第 
二 个 锋 率 w1 的 振动 ， 
2 


不 受 Dt E 振 动 的 ] 形 
响 ， 办 和 系统 的 〈 阅 
圈 205. 205 ) 第 三 个 固有 有 是 


这 不 笑 于 w1, 对 第 三 个 频率 来 说 ,会 长 掉 通 汕 | 的 振幅 众 布 ,只 归 把 
系统 划一 文 路 以 该 淡 频 率 作 振 动 的 拨 幅 答 定 ， 所 有 从 的 到 齿 中 站 
振幅 便 确 定 了 

我 们 注 电 芝 , 这 种 情形 5 有 理论 上 的 价值 ,因为 ， 当 参数 有 不 大 
的 变化 ,或 者 不 大 的 摩 据 时 ,就 不 可 能 将 系统 处 开 ， 人 但是， 了解 这 
种 情形 形 在 原 有 上 是 很 重要 的 。 


$ 80， 一 个 或 是 几 个 固有 频率 等 于 震 
如 果 在 解 固 有 频率 的 方程 式 时 ， 得 到 了 一 个 或 儿 个 省 根 ， 琐 
hs 9 么 ,这 种 情况 总 时 味 着 什 系 么 呢 ? 
由 基本 方程 式 (72.2) 和 (72.4)， 我 们 得 到 在 入 =0 时 的 方程 
组 : 
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AR tree ethene 


Dri4s=0 (80.1) 


7 二 1 
es sD ;, Wo 艾 因 为 契 这 种 情形 中 ,x;==4,, 那 末 ,方程 租 (80.1) 
例 表 示 加 在册 村 t+ 上 上 的 一 种 约束 ， 换 名 遍 说 ， 不 是 所 有 的 坐标 都 
古 独 让 的 。 由 (80.1) 式 ， 我 们 可 以 把 一 个 坐标 用 其 余 的 坐标 来 琢 
示 ， 儿 且 可 以 把 它 泻 去 ， 如 果 剩 下 来 的 方程 和 组 有 7? 一 1 个 变数 zs 
而 且 肖 有 有 雾 根 , 那 示 ,在 这 种 情形 中 ， 方 程 租 
就 县 有 % 一 1 个 独 谋 变数 。 
例题 : 设 有 三 个 飞 输 装 在 一 棋 能 够 在 釉 
天 中 自由 施 畦 的 得 上 (网 206), 现在, 我们 来 
确定 至 手巾 拔 动 的 回 有 频率 。 今 飞 输 转 角 的 
华 标 为 1， 2o 9s， 飞 输 1 与 2 和 2 与 3 之 间 
的 各 慌 轴 的 手 情 加 度 系 数 耸 别 用 “和 cs 来 
表示 。 那 来 ,系统 的 动能 和 位 能 是 : 


分 2 分 、 
30.2 
De ed el Rs 14 asl 2 a 
革 宣 中 ,五 , 23, 2 是 三 个 飞 输 的 屯 动 导 是 ， 有 系统 的 运动 方程 式 是 ， 


TP1— ci( 2s— 1)=0, 
Tpo— to Ps— D2) + Ci P32— 1) = 0, (80.3) 
TPps— Cal Ps— 2)= 10. 
不 难 断 车 ， 这 个 和 柔 炉 的 频 达 方 不 式 
申 泊 大 的 方程 式 册 起 来 以 后 ， 就 可 坊 非常 人 时 
关系 ,这 样 作 了 以 后 ,我 们 竺 到 : 
710 十 7ag%os 十 了 0 一 0， 
[pi 十 1o92 十 La9; 二 常数 二 4 (30.4) 


,要 将 (80.3) 
也 于 a 标 阐 的 


306 振 动 理 论 引 和 论 
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Zi91 十 oz 十 Za93 二 A 十 常数 
在 作 轴 方程式 以 前 ， 我 个 可 以 立 列 写 出 (80.4) 的 第 二 个 条 件 。 因 
为 这 就 是 动量 失守 便 定律 的 精 果 。 由 于 在 帖 上 没有 外 方 矩 作用 ， 
那 末 , 动 量 算 应 当 保 持 不 变 , 附 有 飞轮 的 对 以 常 速 谋 情 ， 若 作 有 共有 
十 个 频率 的 固有 振动 ,这 是 因为 在 振动 时 ,三 个 坐标 的 关系 ， 由 条 
件 (80.4) 来 克明， 如 果 朝 开始 是 处 在 极目 状态 ,于 末 ， 飞 输 会 作 这 
样 的 运动 ,以 致 它们 的 总 动量 算 汶 震 。 


8$81， 具 多 个 自由 度 的 系统 人 在 有 阻尼 的 情况 下 的 振动 

在 机 械 系 艇 中 ， 麻 所 力 会 使 回 有 振动 私 减 。 当 磋 据 刀 十 甸 小 
的 时 候 ,振动 过 程 将 接近 于 我 们 早先 所 研究 过 的 过 程 ,但 是 所 激励 
的 振动 会 随时 间 和 逐渐 地 鲁 欧 ,逐渐 否 减 下 去 。 在 理论 中 ,我 们 常常 
误 为 摩 氛 力 与 速度 之 间 存 在 着 线性 关系 。 

广义 磨擦 力 邓 可 以 写成 下 刚 形 式 : 

Qs 二 一 > ?sz (81.1) 
1=1 

3 一 1 2 …%; 这 个 力 系 ; 当 Y=Y1s 上 时， 代表 系 入 中 靡 气力 的 一 般 
形式 。 

靡 深 力 在 上 时 其 内 所 作 的 功 ,可 以 这 样 表 示 : 


2% 
Ws > yarirbodt. (81.2) 
3 7 


摩擦 力 导 臻 能量 的 损失 ， 摩 掠 力 的 功 (81.2) 是 负 的 。 为 了 着 重 指 
出 这 一 点 ,在 定义 广义 摩擦 力 (81.1) 时 ,我 们 选取 了 贷 区 。 
当 有 摩擦 力 存在 时 ,利用 近 格 刘 日 方程 式 : 


d 27T 90 
FEE 
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i po ee ee oe TT ET rwrsvrserewerrwpasimeomrrrrrretreeee ee 
rt te Er rem tr here eee 


+ 


可 往 运 动 方 程式 写成 下 刘 有 形式 ;: 


> CBaribit ysdtt oaiwr) =0 (81.3) 


8=1,2,.", Nn, 
这 是 一 个 二 阶 缕 性 微 修 方程 组 ,和 通常 情形 一 样 ,我 们 求 得 下 
刻 形式 的 特 解 : 
0 一 ext (81. 生 ) 
将 (81.4) 代 天 (81.3) 后 ， 我 们 得 到 了 关于 振幅 4, 的 ?个 代数 方程 
式 的 方程 租 


$= 1, 2, 
确定 入 的 方程 式 : 
BN Yi 入 十 QI Buh? + Yn 


和 


BN? + Yn On BranN? + YmN + nn 
方程 式 (81.6) 的 解答 冒 了 27 个 入 的 什 。 由 于 万 程式 上 其 有 和 实 系数 ， 
那 未 ,所 有 的 复 根 都 会 是 成 对 的 鞭 划 复数 ,因此 ， 我 们 可 以 用 表示 
符号 

Nj= 一 01 士 %o7， (81.7) 
Oi et A die 
数学 上 可 肪 证 明 : 所 有 的 5; 各 是 正 的 。 不 过 , 系 移 中 径 不 包 合 能 
源 ,) 章 以 肥 入 中 的 振动 将 爱 减 下 去 ,从 这 一 点 ， 也 可 以 厨 出 这 一 事 
实 来 。 
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我 个 注意 ,对 于 含有 能 产 的 振动 系统 来 毅 , 例 如 ， 对 目 动 振动 
系统 ， 以 及 对 变量 在 平衡 状态 附近 的 莫 个 变化 区 战 内 的 复杂 自动 
调整 系 和 来 说 。 它 们 的 运动 方程 式 也 具有 (81.3) 的 形式 , 址 古 , 在 
这 种 场合 , 在 复数 频率 实数 部 分 9 的 前 面 就 可 能 有 任 避 的 竹 号 。 
由 于 在 系 糙 中 接 有 能 产 ， a a - 问 增 长 ， 

假定 所 有 的 根 )5 都 不 相同 ， 敌 它们 代 太 (81.5)， 
ROLE 显然 ， 现 在 分 系数 是 
复数 ,我 们 这 样 地 来 确定 它们 : 

A = dA. (81.8) 
如 果 241y==Aiyei5;, 以及 区 sy ==Esjei34i, 那 末 ,将 全 部 特 解 加 起 来 
我 们 就 得 到 下 列 形 式 的 通 解 : 


(81.9 ) 


每 一 个 坐标 的 振动 是 具有 7? 个 不 同 频 率 的 阻尼 振动 的 利 ,， 
41; 和 9?; 的 大 小 由 超 始 条 件 来 确定 。 注 意 ， 对 于 每 一 个 坐标 米 说 ， 
由 于 有 2s 存在 ,在 同一 频率 o; 的 诗 型 余 因 子 中 , 相位 是 不 同 的 ， 

就 阻尼 固有 振动 来 说 ,在 一 般 算 形 ,不 可 能 引进 正 央 坐标 。 世 
有 很 多 个 (5 个 或 更 多 个 ) 自 由 度 的 系统 ， 其 固有 项 率 和 国有 振动 
的 计算 是 一 个 十 修复 杂 的 工作 。 实 际 上 ， 关 于 技术 问题 的 这 种 放 
算 , 只 有 在 荣 些 特殊 场合 ,或 者 用 近似 的 方法 , 才 可 能 作出 。 


§ 82. 在 无 阻尼 系统 中 的 受 受 仍 振动 
看 来 这 一 问题 只 具有 理论 丰 的 价 人 得, 然而 ,为 了 解决 振动 理 沦 
在 技术 应 用 中 洲 过 到 的 一 些 则 题 ， 由 于 阻尼 受 迫 振动 的 解 的 复 厅 
性 ,同时 ,因为 一 个 没有 麻 擦 力 的 理想 系统 中 的 所 动 ， 跟 共有 很 
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a 


座 控 访 的 未 统 中 的 振动 十 分 接近 ， 所 以 入 个 入 入 考察 这 种 各 起 系 
和 统 在 外 方 作用 下 的 振动 . 

Ts 当 沸 外 力作 用 在 系 疙 的 每 个 华 标 上 所 引起 的 振 
动 。 误 在 所 有 的 坐标 上 都 有 一 个 频 这 为 2 的 谐 力 作用 着 , 那 末 , 根 
据 (72.1) ,在 系统 中 We 六 刘 形 式 : 


‘ 


S Britamde rem 82D 
7 一 ! 


Cr me ee 


0 ]， 2 a 1% 


在 每 一 个 坐标 中 赃 效 生 外 力 频率 的 受 迫 振动 ,因此 ,代表 这 些 
振动 的 解 可 以 写成 复数 的 形式 : z 
ws= Reint (82.2 ) 
将 (82.2) 代 入 方程 组 (82.1) 中 ， 我 们 就 得 到 确定 振幅 ,的 f 数 方 
程式 : 


» (os 一 02 人 XI 一 1 《82.3 ) 
l=1 
§= 1], ， 仍 这些 方 程 忒 ,就 得 到 受 亿 振 动 的 复数 据 幅 。 
ee 莹 所 承 舟 中 受 迫 扰动 的 入 江 , 最 好 是 用 另 一 方法 ,把 
外 帮 过 正 归 振动 苏 解 , 求 求 央 受 追 振动 的 振幅 。 


现在 提早 这 样 一 个 问题 : 应 当 以 怎样 的 方式 来 选取 外 力 的 振 
本 ,才能 使 得 受 追 振动 的 振 帆 分 布 和 频 认 为 oy 的 固有 振动 时 的 情 
形 一 样 , 换 条 话说 ,就 是 在 这 种 振幅 时 受过 振动 共有 下 庆 形 起 :: 


区 (82.4) 
zs; 是 频率 为 ; 的 固有 振动 的 分 布 系数 。 设 和 外力 起: 
TB eint, (82.5) 


将 (82.4) 和 (82. 5) 代 人 起 本 方程 租 (82.3), 我们 得 到 : 


入 (out 一 Bap’ huai=®, 0 
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s 二 ], 2,…, n。 我 们 变更 在 方程 (82.6) 左 边 部 分 的 和 |: 


个 Va , 
| Fasthy—p S$ Bohr | = 到 (82.7) 
b=1 


1 一 
8 二 1 2, "+*, No 


考虑 到 等 式 (75.1), 则 (82.7) 可 以 写成 : 


oj(@3 一 22) S Bsikr;=P, (82.8) 


【一 上 
3 一 2， 。 从 (82. 8) 可 以 看 内， 车 在 脚 标 为 s 的 每 个 坐标 上 ， 
re en 


VA 
> Bsrkr; 
l=1 


成 正比 的 力 , 那 末 ,在 系统 中 就 改 生 受 追 振动 ， 其 频率 等 于 外 力 的 
手 达 ,人 荐 且 关于 坐标 的 振幅 众 布 也 和 频率 为 wj; 的 固有 扰动 时 的 稿 
形 一 样 。 

本 来 在 一 般 往 形 下 ， 当 作用 在 每 个 坐标 上 的 力 上 其 有 任意 所 由 
了 ,时 ,这 些 振幅 的 至 体 总 可 以 分 解 为 这 样 的 和 : 


和 人 
Ls= > fi 六 B sk;. (82.9 ) 
jl 1 


在 后 面 , 我 们 楼 证明 这 个 公式 ,现在 让 我 们 来 看 看 由 它 所 拢 导 
的 和 结果 。 

每 一 个 力 的 振幅 都 是 由 对 应 于 系 航 的 加 有 振动 的 外 下 所 得 
成 , 如 果 每 一 个 坐标 x; 只 受 一 个 力 的 耸 量 的 作用 ， 也 就 是 受 下 刘 
力 的 作用 


j S Barks, (82,10) 
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eee nnmaoe on eee te ne ni edie i em i 


财 末 ， 根据 482.8)， 受 追 振动 Ne oj; 移 轩 有 扎 
动 时 的 情形 一 样 ， 并 且 拔 幅 a 等于: 


Mi 3 (8 过， 11) 
而 受 迫 振动 可 以 守成: 
A BA akss eipt (82.12) 
CD 一 2 
§=1,2, 。 当 方 访 (82.9 ) 的 振幅 作用 时 的 一 般 司 形 中 , 受 按 振 
a 标 7 的 扰动 (82.12) 的 和 白骨 成 的 。 
2 7% 
2 Ver oh! > < is 人 82.13 ) 
ia 全 
7 二 1 了 一 上 
或 者 受 淆 振动 (82.2) 的 振幅 X; 等 于 : 
po 
ag fybks; es 
A (82.14) 
;二 1 


从 悄 达 式 (82.13) 太 (82.14) 中 ,可 以 作出 一 系 庆 的 重要 和 结论。 如 果 
De 
低 限 大 一 约 生 濠 振 振动 ， 如 时 外 力 的 频率 趋 近 于 某 一 个 加 有 频 
率 , 孝 末 ,对 应 于 这 个 频 达 的 振 畅 分 量 归 比 其 余 的 分 量 扣 优势 。 因 
中 ,在 这 种 情形 下 , 受 筷 振动 的 振幅 分 布 大 救 上 和 有 具 该 频 竣 的 固有 
振动 的 和 情形- 一样。 当 系 航 中 的 阻尼 不 大 时 ， 这 也 走 正 确 的 。 确 定 

es so 


ss 的 振幅 。 aa 动 时 ,时 重 : 
用 ,事实 上 ,要 想 共 所, 不 仅 要 有 等 式 %;= ei 
成 诬 。 如 果 外 力 的 频率 等 了 于 固有 频率 , 但 是 量 方 等 于 需 ， 开 就 不 
会 共振 , 受 淆 振动 的 振幅 的 入 是 个 有 限 什 。 

为 了 工 清 楚 量 f; 的 物理 意义 ， 我 们 模 据 已 输 定 的 六 米 求 时 
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酌 征 以 bon 梁 (82.9) 的 两 边 ,同时 ,把 它 间 按照 * 直 
A 4 7 
之 hsmbs = > sm > fi > Berbis, 
ss 二] | pe /二 1 


把 右边 求 和 的 次 序 加 以 改变 : 


2 ksmf’'s = Ss ; Bsrkriksm. (82.15) 
7 一 1 5 7 一 上 


注意 到 正 交 条 件 (75.6) 以 及 “有 效 质 量 ” 的 定义 (76.2)， 可 以 把 
《82.15) 扔 成 : 


bis = Bjf;, 


wwd 


itMs 


ve 


或 者 是 
4% 

pd Pa . b 

f= 8 ai 82.16) 

) B; | 了 \ 


也 可 以 有 反 过 来 证 上 明 , 和 如果 (82.16) 成 位 ， 弄 末 ,(82.9) 阮 驶 成 这， 河 
然 ,这 是 在 (75.6) 和 (76.2) 的 条 件 下 的 情 沈 。 

量 fi 可 以 称 为 力 4s 的 多 体 在 正则 坐 奈 了 上 的“ 技 影 ” 
(82.16) 可 以 看 册 ， 当 每 个 坐标 的 位 艳 和 在 锋 索 为 oy 时 的 加 fe 
二， 有 i 与 这 种 粮 形 下 的 外 力 的 功 成 正 比 。 因 此 


=0 就 意味 着 ; 在 共振 (p=@%)) 时 ,外 力 的 功 符 于 雳 ， 
例题 ， 就 确定 $73 中 研究 过 的 那 根 吕 的 受 近 振动 ， 若 在 第 一 个 小 珠 上 作用 -一个 


力 
0 GON pt, 
而 其 余 的 小 珠 不 受 力 的 作用 , 那 末 ,由 已 码 用 过 的 符 巡 , 力 的 拭 巾 等 于 : 
《1 一 五 0， Fs=0, 了 二 0. 
如 果 回 人 忆 起 在 这 种 情形 的 重 阵 2s7(73.10) 腑 及 每 歼 侦 是 的 大 小 (78 .人 时， 我 们 求 得 : 
2 


-2 是 
fi1 mE 5Y fs 2 fs= mE 2 
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wor 一 


mae treo or nr 


因此 ,根据 \82 .13)， 第 一 个 坐标 的 受过 振动 是 


下 1 1 1 
1 二 |， a ,十 COS ?2 ， 
sf sal, 3 — Pp I 
用 同样 的 方法 ,可 以 写 出 第 二 个 和 各 码 个 坐标 的 振动 。 


如 末 在 第 一 个 和 第 三 个 小 珠 工 作用 善 南 个 这 样 的 力 , 即 
FM 二 Focogpt, FP.=0, FP,=— FP, eos pt, 
闭 系 ;不 难 况 出 ; fi=0 和 f=0. 

这 意味 着 ,即使 是 竹 于 wi 或 ws， 在 邓 统 中 也 不 会 有 共振 。 队 泪 显 的 栓 念 出 发 ， 
这 志 是 很 显然 的 。 在 这 些 频率 时 ， 责 个 坐标 zi 及 ws 作 同 相位 的 拓 动 ， 而且 拨 幅 相 
辣 , 但 力 的 作用 方面 彼此 机 及 ,因此 ,一 个 力 所 作 的 功 与 另 一 个 力 所 作 的 功 祖 等 ， 耐 符 
昂 相 肥 , 作 力 没有 作 功 , 找 动 也 就 不 会 增 上 浏 揪 限 大 。 


$ 83， 县 多 个 自由 度 的 系统 在 有 用 棕 
情况 下 的 受 迫 振动 

用 复数 据 幅 方法 来 计算 关于 具 多 个 自由 度 的 系统 在 有 庶 控 的 
情况 下 的 受 迫 振动 ,就 原理 方面 说 , 井 没 有 任何 复杂 的 地 方 ,然而 ， 
随 着 自由 度数 的 这 多 ， 计 算 会 变 得 很 繁 天 。 现 在 来 说 表 关 于 上 上 a 
个 自由 度 的 系 区 中 的 受 迫 振动 的 一 般 理 论 ， 并 指 旺 它 的 基 些 重 2 
丢 点 。 

当 有 阻尼 存在 ， 荐 且 每 个 坐标 都 受 频率 2 的 外 来 正弦 力作 用 
时 ,性 溯 前 面 (81.8) 中 用 过 的 于 种 符号 , 使 可 把 这 种 角形 的 运动 
方程 起 写 : 


> (Bordit+ yartrt asivr) = Fei? (83.1) 
bn 
8 二 1,9,……,%, 这 里 了 ;其 所 以 是 复数 ,是 因为 作用 于 每 一 个 坐标 
上 的 邢 些 力 的 相位 一 般 是 不 同 的 。 受 迫 拨 动 具有 下 放 形 式 : 
we = ett (83.2) 
大生 s=1, 2,……: n。 为 了 确定 振幅 并 ,将 (83.2) 代 和 人 (83.1) 中 ,我 
倍 便 得 到 下 歼 的 方程 组 : 


ie 
8=1, 2, n。 假 如 用 下 式 来 代表 方程 租 (83.3) 的 行列 起 ,， 
DOP)= | 一 B:r2p2 十 537 sp os |, (88.4) 
那 末 ,方程 组 (83.3) 的 解 是 : 
2 
> FrD1s(LD) 
7 (83.5) 


其 中 Dns(ip) 是 对 应 于 行列 式 D(ip) 的 第 。 行 和 第 1 询 灾 双 点 的 
元 素 的 子 式 。 

为 了 分 析 公 式 (83.5)， 我 们 路 《81 6) 的 行列 式 ( 7 恋 换 为 下 
列 形 式 : 


% 
D(AM)=0 [I (入 一 和 (和 一 人， (83.6 


这 里 , C0 是 常数 ， ,是 多 项 式 D(A 入) 的 根 ， 面 入 征 划 燥 根 ， 想 据 
(81.7) 的 定义 ,入 代表 承 ea 根 当 人 然 可 能 契 实 根 ， 
也 可 能 是 重 根 , 司 是 ,我 们 日 时 全 完 一 般 和 情形- 一 一 所 有 的 想 部 不 权 
同 , 开 且 都 是 复数 。 当 我 们 号 出 公式 (83.6) 轩 ,已 作 把 这 浓 虑 进去 
了 。 
假如 用 和 裘 示 符 号 : 
入 一 一 6 十 zs， 


那 末 ， 42- 一 八 s ) (2P— 一 人 ) 一 (一 p24p2 ?0 ;十 2 二 02 ) -= a 
=1 (0 — p+ 432 pins 
上 B=03 +46 top 2 


2 一 22” 


因此 ,行列 式 


3% 


D(ip)=0 | (Lp— Ns) DA 人) 


8 三 】 


< 于 
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ra em EE ee eed 


可 尺 写 为 下 烈 形式， 


Pe Re 1 二 i 
D(ip)=0e G02 D2 ) ?2402 202 


最 后 , 假 加 将 (83. 5 式 的 牙 子 的 2 复数 


7% 
> PiDrs(ip) 
t=l 


写成 下 划 形 式 ， 
LV ,eds 
则 未 , 受 据 振动 振幅 的 公式 (83.5) 便 是 


EC 一 > 91) 
Ne 加 
(83.7) 


nm 


更 在 来 储 禄 (83.7), 便 可 以 硝 凡 鞍 振 的 优 存 关 了 条。 不 论 2? 为 倍健 ， 
几 不 能 做 众 奈 变 为 需 ， 划 受 据 振动 不 会 有 人 然 穷 大 的 振幅 。 假 如 所 
有 的 恤 ; 彼此 相差 很 下， 而 阳 尼 有 系数 0o, 又 足够 小 ， 闭 未 , 当 pw， 
时 ,小 振 谥 入 斑 明显 地 胡 吏 电 来 。 凡 就 是 ,在 这 一 频 这 时 ， 所 有 华 
标的 振动 振幅 会 有 很 大 的 竺 ， 对 于 不 同 坐 标 来 说 ， 相 您 莽 是 不 相 
同 的 。 

假如 5; 的 值 非常 小 , 那 未 ,由 公式 483.7) 所 求 出 的 依 会 接近 于 
人 因此 ,在 花 振 附近 受 渗 振动 振幅 的 众 布 ,和 同 
一 频 座 的 国有 振动 的 振幅 分 布 几 乎 是 一 样 的 。 当 并 尼 系 数 0; 的 
备 比 带 天 [时 A 入 不 是 这 样 , 在 共振 时 的 振幅 分 布 和 国有 振动 的 
振幅 和 分布 完全 没有 相似 之 处 。 

应 该 注意 在 (83.6) 的 行 草 式 DO) 可 能 有 实数 衫 的 情形 
下 ,公式 的 形式 还 是 不 会 政变 ,改变 的 仅仅 是 根 的 记 数 法 假如 给 
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每 个 复数 根 一 个 它 自己 的 号 码 ， 并 按 所 有 的 脚 标 由 1 咎 到 2m, 于 


末 公 式 的 根 的 记 数 法 就 有 规则 了 。 


$ 84. 同样 环节 (元 件 ) 的 “ 链 ” 


所 必 同 种 环节 的 “ 键 ”, 是 由 一 些 互相 者 合 的 同样 元 件 串 联 而 
成 的 一 种 系统 ， 其 中 每 个 元 件 都 是 具 一 个 自 册 上 度 的 振动 系统 。 有 几 
这 种 键 能 够 挑选 骨 ( 或 者 鹤 去 ) 对 应 于 某 一 频带 的 振动 ， 在 这 称 启 
形 下 的 链 称 为 滤波 器 。 

下 面 举 一 些 链 的 例子 : 

1) 低频 泪 波 器 ”由 同样 的 线圈 和 同样 的 电容 锅 组 成 如 图 207 
所 示 的 链 , 是 一 个 低频 滤波 器 。 不 难看 出 ,假如 有 某 一 频 达 的 电动 
势 作 用 于 锁 的 一 端 ， 
而 我 们 在 链 的 另 一 端 
浊 电 压 , 于 未 ,电压 的 
振动 振幅 会 随 肴 冰 准 
的 增高 而 下 隆 。 这 种 
链 仅 让 低频 “通过 ” 
假如 写 引 关于 磁 能 和 电能 的 表达 式 ， 便 不 难 建 评 链 中 国 顾 振 
动 的 方程 式 。 假设 用 4。 来 代表 在 瞬间 二流 过 第 5 个 线圈 礁 面 的 
电 千 ,同时 假定 当 ! 上 =0 时 ,所 有 的 9=0。 那 来 ,低频 沽 小品 的 能 是 
表达 式 , 显然 可 以 写 为 : 


网 207 . 


名 也 一 再 

27= > Ld, 20=5 S$ (qa), (84.1) 
8=】 3 二 

在 机 械 上 ,有 一 各 东西 跟 低 疾 滤 小 器 类 位 , 邢 就 是 由 一 些 同样 的 下 

量 和 弹 普 沿 一 根 直 嫉 里 联 和 而 成 的 链 , 各 质量 符 于 Ss 的 央 度 

杀 数 等 于 (图 208)。 当 然 , 在 这 种 情形 下 ,我们 只 研究 盾 量 涪 鱼 


SR i - PE ee 


风 阁 oR 动 ， 假 如 用 0。 代 3 
下 刘 形 式 :: 
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第 :个 质量 的 位 移 , 邢 末 , 位 能 各 动能 


Ww %—1 
i 


> ke 2U =E 2 A 一 ds)2. (84.2 ) 


83 一半 


2 全 一 


加 208. 

由 此 可 昂 ， 当 这 样 选择 坐标 I 时 A 207 和 图 208 的 键 中 , 将 拨 照 
完 双 同样 的 规律 狼 午 振动。 要 注意 到 ,许多 同样 的 小 珠 ， ite 离 
附 在 一 航 汞 上 ,就 楼 成 这 种 类 型 的 链 。 

2) 高 频 滤 波 器 ”这 
各 链 碍 一 -上 引 样 的 元 件 组 
成 ， 任 且 像 加 209 那样 速 
接 起 求 。 显 然 ， 这 种 减 波 
容 脏 截 去 低频 率 ,， 

将 电容 器 上 上 的 电价 9， 


混 


| 1 
27 = > dnd) U0=H 2. (84.3) 
S| 3 一 


在 这 种 情形 下 ， 在 链 的 各 个 

元 件 之 间 存 在 知 磁 耦合 ， 这 

和 前 面 〈84.1) 的 屋 形 不 同 ， | 

在 前 一 情形 中 是 电击 全 。 RR A 
在 机 械 学 上 , 刚 210 所 fo |! 

下 汝 小 回 类 但 ， 器 210. 

这 种 链 ; 由 一 些 ' 急 重量 的 "村 所 租 成 ， 这 些 杆 巧 在 同样 的 强 3 上 ， 


sitet ee me ee 
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ve 


在 每 个 杆 的 中 部 ,部 固定 着 一 个 同样 的 小 质量 wr, 杆 是 由 黎 链 加 极 
在 一 起 的 。 我 们 仅仅 研究 强 换 的 娶 直 振动 。 

假如 用 g, 来 代 改 强 先 末端 的 伺 移 坐 标 ， 那 末 ,动能 和 区 庇 全 
本 以 写 为 : 


和 一旦 名 
2T =m > (ds+1—0s)*, 2U=# > gq? (84.4) 
ei | 3 一 了 


i (84.3) 式 一 样 。 在 本 例 , 机 械 链 的 各 元 件 之 
目 只 有 惯性 耦合 。 


L 四 人 二 fw 
> 下 Cc b DC 
6 i 半 le ia 泛 二 woe 
而 2114. 
还 有 一 种 滤波 化 也 谤 常用 到 , 这 种 沽 波 器 是 是 男 一 ”种 类 型 的 键 。 
例如 ,所 谓 通 带 沼 小 吕 人 图 211 所 示 的 水 种 类型 的 无 件 组 成 


的 。 这 种 滤 没 器 可 访 o= -万 附近 的 频带 通 过 。 

关于 在 沽 波 齿 中 的 人， 在 所 有 的 懈 形 下 ,就 丘 理 说 部 是 
一 样 的 ,因此 ， 在 下 一 节 中 ,我 们 只 众 析 最 简 中 的 低频 滤波 吕 中 的 
振动 。 


$83. 均 名 元件 的 链 中 的 固有 振动 


我 们 来 研 客 由 % 十 1 个 元 件 所 租 成 的 链 中 的 回 有 振动 。 取 一 
低频 滤波 器 (图 207 或 208)。， 当 引用 前 一 节 中 用 过 的 符号 | 时 ,对 于 
任何 第 s 个 环节 而 车 ,在 这 种 链 中 的 振动 方程 式 可 以 写 为 : 
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rpm panne rs 
PN. eee ae se ee 和 


Les 二 二 (2qs— gsri— qs-1)=0. (85.1) 
仅仅 第 一 个 环节 和 和 最 后 一 个 环节 的 方程 式 会 有 所 不 同 , 例 如 ,如 果 
链 的 两 站 是 开始 的 ,于 末 
G1=0, qn+i=0: (85.2) 
a 两 端 接 有 电容 器 G1 和 0s, 那 未 ， 关 于 第 一 个 网 具 的 万 程 


i Fg 49)+ 儿 =0， (85.3) 


最 后 一 个 序 第 (% 十 了 个 和 目的 方程 式 为 : 
Dinit (drt) + =0. (85.4) 


兮 方程 式 (85.3) 和 (85.4) 中 的 01->0, 0 一 0, 可 以 得 出 (85.2)， 这 
样 使 电容 变 为 淄 ,就 相当 于 链 的 两 端 开路 。 当 链 的 南端 短路 时 , 关 
于 第 一 个 和 最 后 一 个 环节 的 方程 式 也 可 以 田 (85.3) 和 《85.4) 中 得 
出 ， 这 时 是 人 其中 的 Oi~>ce, 0 一 co ， 链 的 两 端 还 可 能 具有 不 同 
的 条 件 , 例 如, 一端 短路 ， 耐 分 一 端 接 有 有 电感 Lo。 
我 们 只 详 组 分析 当 击 端 多 上 月 的 方程 式 具 有 (85.3) 和 (85.4) 形 
式 的 情形 ,也 训 是 只 允 析 当 链 的 两 端 接 有 “1 和 02 时 的 固有 振动 。 
在 链 中 的 正则 振动 可 以 写 为 : 
Qs = COS (co 十 所 )， (85.5) 
其 中 o 是 未 知 数 ， 它 是 系 疙 的 一 个 回 有 频率 。 敌 《85.5) 代 人 
(85.1)， 我 们 得 到 关于 确定 振幅 ws 的 方 种 组 : 
(一 也 Oo2 十 2)0s 一 Qt 一 dr-1 一 0， (85.6) 
其 中 5=2,3,…,%， 可 以 求 则 下 婴 形 式 的 这 一 方程 租 的 解 : 
as= Ae’s ; 
还 中 4 和 8 都 是 常数 ,其 实 , 将 (85.7) 代 入 万 程 租 (85.6)., 融 
于 确定 BB 的 下 央 方 程式 
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a 
1—%2L0=6oh B. (85.8) 


随 着 (名 20 | 这 个 量 是 大 于 1 或 者 小 于 1 ,这 一 方程 式 的 解 将 只 
有 不 同 的 形式 。 

假如 (二 0250 )<1， 闻 末 ，B 将 是 夭 康 数 ， 合 B= 士 认 ?7， 朋 
末 , ch 8= oh ( 士 凶 y) = 一 oos 27, 将 它 代 人 (85.8) 便 得 到 : 


1 一 了 ozFO 一 608 27, 


sd 


eo 1 | 
1 一 60g 27=2 SI2 7 一 本 Oo27Ci 


由 上 式 得 ww2LO=4sin?y 
后 得 WH LO=2 sin y. (85.9) 


: a 方程 式 (85.9) 和 表明 疹 7Y 和 tw 南 个 量 的 关系 。 从 而 ,关于 振幅 
的 万 程 式 (85.7) 可 以 写 为 : 
ls 一 et287 + Be-'2” C85.10) 
这 里 4 及 8B 在 目前 是 任意 常数 。 
如 果 ( LG ee 泗 末 , 在 (85.8) 中 , 晤 6 是 一 个 复数 ， 命 
B= 凡 十 包 ， 于 是 根据 (85.8)， 便 有 : 
1 一 B02L0 = 有 一 ch (4k+2)= oh weog yh siny, 
C85.11) 
因为 在 (85.11) 的 左边 是 一 个 负 和 实数， 因此 > 一 7， 耐 感 色 可 以 吕 
(85.11) 这 样 地 来 确定 : 
ch 内 =50L0 一 】. 《85.12 ) 
在 这 种 情形 下 ,各 个 坐标 振幅 的 储 可 以 写成 : 
Cs 一 eisr( Liese 二 B16-**), 
或 者 ws=(—1)(d10 + Bre-s’), (85.18) 
这 里 4 及 Bi 莉 是 常数 。 


wm 人 和 ms 
下 二 神 第 二 章 且 多 个 自由 度 的 粹 系统 中 上 


tna en Wk 


的 报 动 


tS 
jk 


i 


拔 凤 分 布 参 数 7 
2 的 ,每 一 个 万 程式 中 部 
ee 电 键 两 端的 环节 的 条 件 


例 交 [ 有 人 85.2 7) (85. ee 4) 等 每， 我 们 可 以 得 绒 一 对 补助 方 
程式 ,这 对 斑 称 式 表 了 朋 若 这 两 个 贞 


ee 引 关 潍 。 


当 伍 的 起 端 过 0 而 末端 器 有 电容 器 0。 上 时， 使 得 到 
-一般 情形 蓝 


的 开征 式 。 在 前 面 ， 已 经 写 山 了 关于 入 ee ee 
式 485.3)， 以 及 关于 最 后 第 ?十 1 个 网 目的 方程 式 (85.4)。 条 485.5) 


的 二 3 人 2 人 ede 我 们 得 到 : 


对 于 革 个 固有 频 认 am 来 洁 ， 关于 答 个 坐标 获 


| 
1 Yr l 二 一 
(或 HK ee AZ 不 在 


站 二 (85. 9) Gi 12 ) 来 确定 
含有 峭 个 未 知 数 Cw 和 ,或 


a 
( 1 一 2LO 十 rr ja 一 0a， 
/1 


, (85.14 ) 
( 1 一 20220 十 Go) 1 On。 


| 


| ek » 2 
Mi 一 O210 十 并， 一 1 一 o270C 十 站， (85.15) 
4 1 i 从 


大 把 (85.10) 叶 的 振幅 代 人 (85.14) 下 ,进行 变换 ,就 得 到 ; 


人 AAC 一 6 到 人) 十 好 (aie-i ~ eit? ) 一 (0， 


A Noi2 TD — e727n) B(os et27G0d4+D 一 6-i2712 = 0, 


关于 4 和 有 的 齐 志 方程 租 仅 仅 在 下 列 条 件 下 , 才 有 非 需 解 : 


(A162 6 7 ose" ur) 2 二 


本 一 (Qt Ci27 -et7 ) (Qei? YT DD 6127). (85.16) 


我 们 注 总 到 . EC85.16) 趾 , 锻 号 的 一 边 是 男 一 边 的 共 否 复数 ， 
内 yb 9 ”这 个 名 让 3 a 代 避 一 个 实数 。 | 下 可 史 bE 
bp BE VM er —0™i271) 
的 确 数 世 站 尹 应 该 为 千 ， 这 加 ; 答 央 了 和 长 朋 着 ?下 
程式 ， 它 具有 有 下 刘 形 式 : 


9 C0 关 > 2 六 A s 
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假定 振动 的 拨 幅 分 布 县 有 (85.18) 型 的 指数 规律 , 则 用 完 公 类 
位 的 方法 可 以 得 到 朋 明 量 上 4 和 和 心 关系 的 方程 起 ， 

Qi0s Sh Wn (O102) sh wn—1)+ sh u(r—2)=0 (85.18) 
这 个 方程 式 与 (85.17) 类 侯 , 它 不 过 是 用 双 曲 线 画 数 来 代 和 从 其中 的 
三 角 画 数 。 

当 解 联 立 方程 式 (85.9) 及 (85.17) 时 ,我 们 可 以 求 弄 固有 频率 ， 
以 及 对 应 于 它们 的 7 值 ， 然 后 将 (85.12) 与 085.18) 一 起 求解 ,我 们 
可 以 求 出 其 余 的 o 复 , 忆 及 与 它们 对 应 的 最 4 。 

下 责 个 诅 程 式 来 确定 链 中 振动 的 回 有 频率， 说 明了 问 有 频率 
不 仅 与 租 成 链 的 网 目的 参数 在 关 , 而 县 与 链 两 端的 条 件 也 有 关系 ， 
同伴 的 链 , 在 两 端 条 件 不 同时 ,会 具有 不 同 的 图 有 频 雁 ， 

实际 上 , 必须 用 图 解法 来 解 关于 确定 频率 的 方程 式 , 同时 , 贡 
研究 它 的 一 般 情形 ,是 相当 繁 于 的 +。 

因此 ,我 们 只 分 析 一 种 司 形 的 固有 拓 动 , 印 对 应 于 两 端 开 败 的 
低频 泪 坡 恕 的 链 中 的 固有 振动 。 在 这 种 情形 下 ， 正 如 我 们 所 指出 
过 的 ,应 该 全 C1 和 0; 为 圭 , 同 时 根据 (85.15) 有 : 
cd->oo， 由 ao 一 oca 。 
于 是 ,方程 式 (85.17) 变 成 : 
sin 2y%=0; (85.19) 


上 式 的 解 是 : 


1 27 S77 ee 
2y = 人 )， pe a ( 85.20) 


因此 ,根据 (85.9), 链 的 固有 频率 由 下 询 公 式 来 确定 : 
@ 克拉 斯 努 昕 金 和 8. B. 波 秋 金 首先 详 硼 探 对 和 研究 了 对 应 子 骨 (85.18) 的 加 
月 振动 。 
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EEE EEE ea re bt oe te erm reevanrerprweonyoy rr enoorwcoe won 


poe ee tT ee 


w= sin ST (85.21) 


VEOG 2n 
在岗 212 中 ,清楚 地 圾 明了 固有 频率 之 闻 的 关系 ， 在 这 凯 中 , 是 网 
年 征 为 - ti ss 同时 , 朱 弯 的 大 


和 
天 个 网 目 所 组 成 的 冰 统 的 闫 牵 。 ee 207， ee 
:在 这 种 场合 中 ，491 二 Qnt1== 
= 小 因此 ,条 绝 呈 有 共有 % 一 1 个 


自 几 度 ， 也 就 是 说 当 “ 2 一 6 时 ， ;AAA 
系统 具有 五 个 自由 度 。 事 实 “A 
下 , 像 关 208 所 示 的 ,全 有 六 个 
元 件 并 在 两 端 国定 的 那 种 机 械 A 
de ls 


链 ， I 2 13; 这 < 里 第 一 个 


{jy Cel Coby 性 


而 212. 


吉 动 的 最， 有 五 个 


i 


自 山 度 。 在 这 种 情形 下 ， 相 据 (35. 20) , 振动 振幅 (85.10) 将 是 


js. sn 
+ J, 4 
Ops = 4se 人 Bse 由 (85.22 ) 


加 213. 
中 条 件 q1=0 或 是 4: = 二 0 推出 4;= 一 8:; 因 此, (85.22) 可 以 写成 


这 样 : 


SLTT 


| (85.28) 


圭 式 中, D, 二 人 24,, 1 是 移 日 的 号 三，s 是 固有 频 达 的 导 码 。 最 后 
汪 链 四 郊 个 匹 件 旬 1 成 , 妊 胆 两 器 十 断 开 的 ,根据 (: 太 es 


振 动 理 论 引 前 
在 任何 起 始 条 件 下 ,这 链 中 的 固有 振动 ,可 以 写 为 : 
他 一 了 


和 (85.24) 


| yy 
> D, sin 


Ry 
这 里 ww 由 (85.21) 来 确定 ，s 的 备 由 1 到 一 1 振幅 六 友 相 人 9， 
的 大 小 下 链 的 起 始 状态 来 确定 。 人 
的 第 , 痢 未 ,D; 及 9; 的 大 小 便 由 下 列 2 一 了 个 上 方程式 米 确定 : 
一 1 
< 、 3 何 
一 » DSn——C08 1 
qi= D> 人 


S=-1 


(85.25 


a. 
”DWs SINn——SIN 9g. 
Nn 


Ss 二 1 


对 于 每 一 个 固 ; 有 频 迹 了 而 车 》 其 沿 答 ” 死 体 的 振幅 Uy 分 市 是 依照 


弦 规 律 甸 布 的 。 在 所 有 移 目 中 ,坐标 作风 相位 或 滑 反 租 仙 Ni 人 罗 
任何 的 回 有 振动 , 老 是 一 些 具 加 有 ( 正 划 ) 频 牵 的 谐振 动 的 以 和 
设 有 一 命 有 六 个 元 件 的 链 , 它 的 两 端 固定 荐 ， 如 网 213 于 示 ， 

ai 4 
汶 NN =sin(77/6) 的 握 动 来 说 ,所 有 质量 在 某 一 呼 有 间 的 歧 闪 ， 
与 各 段 正 艾 没 成 正比 ,而 且 沿 键 分 布 着 牢 个 正 效 演 ,在 所 有 元 件 中 
振动 是 同 相位 的 。 我 们 要 记得 ,9 代表 在 机 械 链 中 的 做 熙 ,或 考 代 
者 在 电学 滤波 器 中 的 电荷 ， 因 此 , 电流 和 的 振 巾 苏 布 和 国 214 所 
0 分 布 ,县 有 完 公 一 样 的 形式 。 

其 余 的 四 个 频率 的 振 幅 苏 布 ， 阳 表明 在 这 个 圈 中 -一 由 
too 是 是 多 少 , 便 有 多 少 个 “年 小- 沿 键 外 布 着 。 

内 到 , 在 公式 (85.21) 中 ， 我们 过 去 只 将 * 值 取 到 7 一 1 为 
由 5 ， 5 一 2 都 么 还 可 以 得 到 等 了 于 2/Y LU 的 “ 锋 率 ”然而 ， 
根据 (85.20), 这 一 频率 的 27 每 于 7 ,因此 ,对 于 这 个 “ 频 毕 “而 言 ， 
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Peet 


ee 


os 标的 振幅 (85.23 ) 部 等 于 需 ， 从 而 在 物理 上 ,这 个 “频率 ”是 
没有 意义 的 ， 困 下 面 的 推理 ,可 以 得 里 网 样 的 知 论 ,就 是 降 有 7 一 1 
中 度 ， ey 则 已 竹 得 多 了 2 一 1 个 频率 ,因此 ,不 会 有 更 多 的 加 
频 康 了 ， 即 使 全 公式 485.21) 中 的 32>%, 我 们 所 求 得 的 固有 频率 1 

|: 


显然 ,这 和 和 许 形 中 , 没 
有 以 要 蜡 公 式 (85.13)， 
(835.12) 条 (85.18) 披 求 
对 应 于 揪 狐 分? 的 眶 t 
和 但 是 ， 刘 肾 作 引子 诗 

;她 术 会 得 到 ,上 二 0, 和 
w= 29/VL0, TE :上 [EE 
过 的 ， 这 就 表明 拓 同 作 指 
数 的 分 歪 国 丰 振动 古 不 
有 和 人 A 

wn 多 中 ， 往 

往 饶 有 必 亚 从 方程 式 〈85.9) 和 (85.17) 中 去 求 振幅 作 正 弦 分 

固有 六 中， 人 有 必要 从 方程 式 (85.12) 和 (ss 18) 中 去 求 振 申 
数 邹 布 的 固有 肝 率 


二 AN 2 


第 

£ 
ad 
5 


陪 214. 


YB 


A 


$ 86. 雹 名 元 件 的 链 ( 滤 波 狼 ) 中 的 受 连 振动 
有 一 个 键 ， 其 各 元 件 均匀 ， 外 电动 势 作 用 于 它 的 第 一 :个 鸯 
目 , 探 动 由 最 后 一 个 锈 目 信 泛 出 法 , 存 这 稀 迟 光 下 ， 因 为 有 某 些 频 
率 的 提 动 “个 f da ?这 种 绿 ,以 这 种 链 称 为 滤 

因此 ， 滤 肖 器 的 计算 ， 是 马 一 端 受 外 电动 势 作用 的 链 的 受 据 
振动 理 葵 为 根 拉 的 现在 来 全 宪 低 蚌 注 波 器 在 安 答 时 的 及 人 迫 振 动 
(天 215)。 
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tv 


假如 有 下 列 电 动 势 作用 于 “ 链 ” 的 第 一 个 环 证 上 ， 
= oe'?", 
我 们 来 研究 这 “ 链 ”" 末 端的 电压 振动 7 的 振幅 和 相 侯 。 


etre 


了 215， 


关于 键 的 每 一 个 环节 的 电筒 振动 的 方程 式 ， 跟 固有 振动 时 的 
方程 式 [ 朗 方程 式 (85.1)] 形式 相同 。 最 后 一 个 环节 的 条 件 , 跟 条 
件 〈85.2) 一 样 。 仅仅 链 的 第 一 个 环节 的 电 千 振动 方程 式 有 所 不 
同 ,这 个 方程 式 是 

Let+ (9 gs) = Boeint. (86.1) 
0 Vi 显然 等 于 qn/0, 因 此， 如果 我 们 求 晶 了 494, 那 未 
便 已 经 完成 了 空 载 滤波 器 的 计算 
phe 动 的 情形 ， 我 们 假设 ; 通过 每 个 网 月 的 电感 的 所 
荷 ,其 受 人 迫 振 动 与 它 的 导体 具有 下 列 关 系 : 
q1= Ae* /ept. (86,2) 
将 这 个 关系 式 代入 (85.1)， 大 用 Aei?! 来 除 , 就 得 到 确定 求知 证 六 
的 方程 式 : 


2C202 一 2 十 6 十 cr 一介， 
或 者 ,采用 符号 : ZO22= 2 就 可 以 把 上 式 写 作 : 
oz , 
ch 人 一 1 a C86.8) 


sed 


根据 定义 ,a? 是 正 实 数 ,四 有 此 ,如 果 
0 (86.4) 
那 末 ,和 是 一 个 纯 看 数 。 合 和 =58, 则 ohX=oeos B, 同时 ，(86.3) 可 


J 以 写 厂 : 
cog B=1— 2 (86.5) 
这 个 超越 方程 式 具有 无 限 多 钥 解 ,但 共有 士 6; 地 有 意义 ,这 
起 央 为 其 余 的 根 与 它 人 相差 27。 图 216 说 肯 用 轿 解 法 求 方程 式 
C86.5) 的 根 . 
在 脚 标 为 7 的 环 
节 中 ， 电 荷 的 受 迫 振 
动 的 复数 形式 是 : 
Gy a AleitlB1tpt) 
十 Beit-l81+pt) 
如 果 二 Bo co0s pt, 于 
末 ， 


图 216. 


gr=(Aeidlt Beial) eos pt; (86.6) 
昌 于 这 该 是 一 个 实数 , 那 末 

A=Aiei", 而 B= .Ae-'?, 
因此 ， qjy=2A1 eog (Bil %) cog pt= 


=A1 cos (Pt+ B+p)+eos (pl— Bl--p)]. (86.7) 

链 中 的 受 迫 振动 具有 “正弦 和 分布 的 振幅 ”, 也 就 是 说 ,在 每 一 个 
网 目 中 , 振幅 与 余 弱 成 正比 ,这 余 落 的 幅 角 每 终 过 一 个 交 目 , 便 作 

一 定 大 小 (1 ) 的 变化 。 这 样 的 振动 很 像 在 具有 分 布 参 数 的 媒质 
中 的 “在 汐 ”。 

键 中 的 振动 还 可 以 这 样 来 表征 ,每 一 个 网 月 中 的 振动 , 由 两 个 
同一 频率 2 的 分量 租 成 ,每 入 过 一 个 元 件 , 一 个 分 量 的 相位 突然 培 
加 , 另 一 个 分 量 的 相位 突然 减少 ,证 碱 的 数量 一 样 。 我 们 及 券 虑 的 
整个 链 中 的 每 一 个 耸 量 ,很 像 在 连续 媒 搞 中 的 “ 行 波 ”惟一 不 同 的 
电表 ,是 振动 的 相似 是 突变 的 。 

应 该 这 样 来 选择 任 总 常数 4 及 了 (或 三 及 99), 使 得 能 消 足 在 


SA 


rte 


et 
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第 一 个 网 上 的 斑 程 式 〈86.1)， 以 及 链 示 端的 条 件 441 二 0， 对 于 
《86.7) 的 解 而 言 ,如 果 相 亿 壬 于 : 
9 一 于 一 Bi 十])， (86.8) 
条件 qr1==0 便 能 满足 。 将 C86.7) 代 大 (86.1) 中 ， 我们 便 求 出 了 中 
荷 振动 的 振幅 : 
24; -= boC 


(1 一 a2 Jeos( Bi 十 9 ) 一 cog(2C1 十 0 
刘 果 将 (86.8) 中 的 相位 9 的 备 代 到 这 里 ,并 作 变 换 , 那 未 ,就 得 到 : 
但 
(co2 一 1)Sim 0 y 
我 们 注意 到 ,根据 (86.7)， 在 第 一 个 类 目 中 的 电 谷 的 拔 动 振幅 和 锻 于 
2A1 cog (Bi 十 2 )， 
因此 , 在 第 一 个 夺目 中 , 电流 的 振动 振幅 等 于 : 

To=2A1p cos(Bi+®)=24A1p sin Bin. (86.10) 
电流 的 振动 导 前 于 电荷 的 振动 二 ; 电动 势 的 振幅 与 流 过 电动 热源 
的 电流 振幅 的 比 备 ， 光 为 滤波 器 ( 剑 ) 的 壹 人 胆 扩 ,我 们 把 塘 人 阻抗 
记 作 


241 = (386.9) 


LL =- 产 ， (86.11) 
青 由 (86.9) 及 (86.10) 中 消去 41， 就 得 到 低 半 滤波 咒 的 输 人 阴 抗 : 
2 / 
5 《02 He fat Bi1(n— (86.12) 
根据 (86.7) ,在 滤波 器 输出 端的 电压 振幅 的 大 小 竺 于 : 
Vi= 人 =2Aicos( Bin+ 9 ), (86.13 ) 


由 (86.13) 中 消去 9 及 4 根据 公式 (86, 8) 及 (86.9) 我 们 得 


了 sin BB: 
可 (02—1)sin Bintsin Bi(n—1): 


这 就 是 我 们 威 兴趣 的 低频 滤波 器 的 传 检 系 数 ,根据 86.5) ,把 对 应 


(086.14) 
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于 名 种 2 秆 的 的 得 代 到 这 里 ,就 得 到 滤波 器 伟 输 系数 与 烦 达 的 


由 公式 (86.12) 看 到 : 当 sim Bim=0 时 ， 沉 ee 阻抗 下 是 


低 限 大 .比较 (85.9) 及 (86.5), 大 考虑 到 (85.19) 时 ， 我 们 就 可 以 断 


阁 ， 洁 外 电动 热 的 病 : es DA ER 的 革 个 加 看 频 
秦 时 , 玫 一 co 在 这 种 情形 下 ， 滤 小 器 的 壹 大 端 代表 一 个 理 急 的 绝 
绿 体 ， 而 系统 中 会 北 4 Gi 站 柑 ， 这 个 共振 与 我 们 在 $17 中 所 全 
宅 过 的 完 侈 相似。 当 有 阻抗 共 涛 时 ,在 链 中 发 生 这 样 的 固有 振动 ,这 
时 ,在 十 端 开放 的 链 的 输入 足 , 鞭 电压 的 拨 动 振 幅 等 于 处 电动势 的 
振幅 。 它 们 ee 有 位 也 相同 ; 在 链 的 包 有 环节 中 ,以 及 在 滤波 剖 输 哮 
强 , 找 帆 一 般 首 不 0 
ia 电 振 ”($17) 时 那样 , 序 用 电流 源 来 代 
闫 ， 本 nd 电 洲 的 电流, 那 未 ,情形 就 会 完全 责 样 。 这 
时 , 当 玉 一品 时 ,在 刍 中 会 洲 生 具有 和 扰 限 大 拍 幅 的 振动 ， 也 J 会 
ait ,这 一 点 ,从 颂 式 (86.10) 中 可 以 看 到 :， 当 116 大 小 有 
限 ， 而 sm pt-0 了 时 ， 基 41->o0。 在 机 械 链 中 , 假 靳 答 定 的 不 是 
力 , 面 是 第 一 个 质 花 的 位 移 , 那 未 , 当 频 牵 对 应 于 动 出 度 雯 振 了 时 , 振 
同 昌 就 会 是 彝 限 大 。 
因此 ， 在 效 生 内 人 人 阳 抗 共振 时 ， 也 就 是 在 频率 2? 的 大 小 可 使 


太一 co 上 时，, 刘 果 和 葵 定 电动 热 , 则 在 系统 中 的 振幅 不 会 是 多 限 天。 不 

过 ,如 果 有 这 样 的 作用 , 琉 臻 第 一 个 元 件 中 的 电流 为 答 定 镇 ,部 末 ， 

在 这 些 频 率 了 时 ,振动 会 只 有 无 限 大 的 振幅 ,会 有 振动 的 的 这 振 。 
现在 ,我 们 来 确 宪 外 电动 势 的 这 种 频率， 在 这 些 频率 时 ,内 


阻抗 让 变 为 需 ; 这 就 表示 : 在 这 些 频 系 时 ， 第 一 个 娟 日 以 及 其 余 的 
糊 和 县 中 的 电流 会 是 狠 限 大 . 过 种 清光 表征 在 滤波 从 中 的 蕉 拔尖 动 


比较 (86.12) 和 (86. 14)， 我 个 看 到 , 当 WW 一 0 时 , 铝 壬 端的 电压 扩 一 > 


—> 00, 
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et re 


我 们 来 确定 共振 振动 的 矣 率 。 从 (86.12) 推荐 ， 在 式 恬 频 窑 


时 ， 
(02— 1 sn Bi 十 Sn BC2 一 二 一 0， (86.15) 
假设 链 的 起 器 短 和 ， 未 站 党 开 开路 ,我 企 来 求 3 淆 - 于 确定 : \ 作 丰 aA [的 


链 的 四 有 频率 方程 式 。 起 端 短 巾 就 是 说 :C1 交 00 ,不 给 并 i 汉 $ 央 对 应 
于 C00, 因此 , 棚 据 (85.15)， 
cd 一 卫 一 (27OC， 086.16 ) 
Co 一 >Co ， 
往 (86.16) 代 入 公式 (85.17) ,就 得 到 : 

(1—w2L0)sin2yn—sin2y (nm—1)=0. (96.17) 
我 们 记得 ，o?= p250, 又 将 (86.17) 和 (86.15) 加 汶 比 较 ， 使 可 推 昌 
8:=27。 这 戴 表 示 , 在 共振 振动 的 情形 中 ,外 电动 势 频 插 科 于 链 的 
输 人 端 短 路 时 的 回 有 频率 。 

我 们 着 重 挫 出 : 在 对 应 于 输 和 人 阻抗 为 宕 的 频 纵 时 ， 姑 仅仅 
ee 。 J CD 和 -FF 别 - 
样 ， 假 如 和 葵 定 了 第 一 个 狂 目 中 的 到 流 振动 ,好 林 , 链 中 振动 购 铸 由 
是 有 限 的 ， 从 而 不 会 内 oe 撒 。 关 于 这 一 点 ， 可 以 出 公演 
(86.10) 中 看 出 来 : 当 和 烙 定 的 Lio 是 有 限 艇 时 ， 由 于 sin Pu2 关 0 让 
节 是 有 限 僵 。 

因此 ， 在 均匀 元 件 的 链 中 ， 蔷 振 不 仅仅 决定 于 外 电动 热 的 镍 
座 ， 了 而 县 与 在 系统 上 的 作用 方式 外 用 方式 有 关 。 在 给 定 外 电动 执 的 情况 荫 ， 

和 答 定 电流 的 情况 下 ,会 发 生 完 全 不 同 的 知 时 ,这 一 点 在 S17 的 多 
哩 例子 中 已 释 说 明了。 z 

在 机 械 又 航 中 ， 类 似 于 阻抗 共 拨 0 朗 正 振 ， 司 泥 恰 
也 是 如 紫 ， 和 如果 作 用 于 链 的 起 端的 处 J N 定 的 ， 于 未 假定 针 维 
为 了 时 , 鱼 的 起 端的 动 潮 度 变 为 钴 稳 太 ， 这 上 时 便 不 会 有 站 大 撕 动 
如 果 答 定 的 是 机 械 链 起 端的 伺 欧 ， i oti 
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在 从 析 一 个 例 各 问 308 所 示 的 机 枯 鳃 中 的 振动 时 可 以 很 清 
在 十 种 怖 沁 下 动 关上 度 荡 振 时 的 振动 。 
当 葵 定 了 作用 于 第 一 个 依 量 上 的 外 方 时 ， 受 迫 据 动 在 频 乏 与 
振幅 分 布下 跟 第 一 个 质量 其 针 呆 的 固有 振动 相同 ,而 居 ,; 达 些 振动 
的 振 凯 是 这 样 的 ， 就 是 引起 第 二 个 强 几 形变 的 玉 隐 好 与 作用 广大 
相 壬 ,让 癌 相反 ， 从 而 ,第 一 个 质量 处 于 静 正 状态 。 外 方 作 用 点 的 
ee * 子 堆 , 因 此 ,在 链 中 不 可 


oo te ote 


i 
和 


ME ,ht A ~ A 中 Ca 大 
wi A 证 ee 一 个 侍 这 的 位 | 销 时 ;人 区 是 沪 外 一 和 二 形 。 


vi 


人 园 语 有 位 党 ,就 必须 刻 以 1 E 限 大 派 幅 的 力 。 由 于 
第 一 个 与 第 二 个 杆 量 的 强 先 的 形变 力 应 该 与 然 限 大 的 外 力 平 
衔 ,四 中， 第 二 个 质量 的 乌 税 pe 限 大 
最 名 Apa 可 包 本 :为 吕 的 频 毕 时 一切 结果 帮会 友 过 
米 : 竹 定 外 力 上 时 ， 有 I 0 起 侯 称 轩 a 振 振 动 。 
可 以 证 明 -we ee 的 复杂 和 蕉 性 电路 中 , 当 柴 率 竺 于 辟 个 电 
ed en 
阳 抗 共振 。 如 时 当 阻 抗 苹 医 时 ,给 定 的 是 电动 势 , 滥 读 不 会 广 生 蕉 


PE SAVIN 


动人 和 维和 的 是 :电流 ,于 么 ,在 电路 中 束 会 有 2 起 找 振 动 。 

相反 ， 当 频 带 所 于 复杂 电路 在 基 一 支 拓 治 时 的 由 有 频 只 时 
在 该 支 路 断 开 处 的 复 阻 抗 效 等 于 宠 。 如 果 和 给 定 的 是 这 一 朱 雁 的 
电动 势 , 壮 末 ,在 系统 中 会 有 其 振 振 动 ; 假如 答 定 的 是 流 过 访 文 路 
的 电流 , 那 末 , 便 不 会 有 共振 振动 。 

对 于 和 柔 移 在 革 一 点 的 动 刚 度 来 说 ,也 可 以 作 叶 类 亿 的 和 表述 ; 仅 
ed 3 住 : ed 振动 时 , 电 洲 ， 开 , 相 等 于 作用 点 的 图 定 , 电 

路 的 接 通 ， 相 等 于 在 固有 振动 时 该 ， 没有 任何 外 部 看 合 

ee ,我 们 所 研究 的 是 在 征 (86 64)C 即 72) 下 在 低频 

滤波 器 中 的 受 迫 振动 ; 这 就 故 示 ,振动 的 锋 雁 是 
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Cr tee em amit mbt 


p<y/ 2. (86.18) 
ZO - 


gs pi 0 才 会 发 J 
发 现象 外 因此 ， 省 琴 


称 为 低频 滤波 器 的 临界 关 率 。 我 们 注意 ， 滤 没 器 的 传 肉 第 妈 
(86.14) 在 频率 小 于 临界 频率 时 不 会 为 堵 ， 当 p 一 V3/L0 时 ， 芋 
(86.5) 便 等 于 雳 @。 在 拔 动 的 共振 时 , 它 等 于 继 限 大 。 

如 果 频 这 2 大 于 临 漠 频 这 ， 
| 02>2 或 是 ?> jf 
那 末 , 振 动 振幅 的 从 布 将 按照 指数 规律 发 生 , 事实 上 , 方 穆 式 (86.3 
的 解 与 方程 式 (85.11) 的 解 相似 ,因此 ,可 以 将 (86.2) 中 的 入 这 个 员 
下 为 : 


ey dre 
这 里 是 下 列 方程 式 的 解 
LOp?—2=20h x. (86.19) 
和 (85.13) 相 似 ,振动 振幅 可 以 写成 : 
Ai=(—1)'(Die*!+ Doe™*!), 


=(—1) (Dre*!+ De *!)eog pt. (86.20) 
如 果 褒 为 最 后 的 网 目 是 断 开 的 , 即 0141=0, 那 末 , 受 迫 振动 是 
=(—1)Die*! edx td x | 6og pt. 
或 是 gt 一 (一 ID sh(n+1—I)x cos pt, (86.21) 
其 中 i D= —2Diex+ty. 


ea 


”严格 的 丝 , 关 于 这 种 情形 的 解 需 要 童 痢 来 研究 。 
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ee 


借助 于 图 217， 可 以 设想 昌 在 基 一 坚 间 小 着 整个 链 的 小 动 ; 在 
图 217 中 ， 将 每 一 个 元 件 中 与 电 符 41 (或 电流 ) 成 正比 的 量 党 华 
标 轴 用 和 粗 纹 疏 烈 出 ; 因为 在 相 痢 的 坝 个 元 件 中 ， 据 动 是 反 相 位 的 ， 
所 以 把 靶 货 表册 在 则 的 天 
边 。 拨 幅 洲 着 链 按 指数 规 
律 减少 ， 我 们 记得 ， 在 低 
频 (C2 << LO) 时 ,振幅 
的 分 布 , 类 似 于 圈 214 | 
所 示 的 固有 振动 时 的 振幅 下 
苍 布 。 Be 

将 〈86.21) 的 解 代 和 人 


第 一 个 狗 目 的 万 程式 486.1) 中 ， 就 得 到 振幅 的 值 : 
5oC 


阅 217. 


~ Ca2—1) sh yntsh Cn—1y) (8629) 
仿照 (86.11), 输 和 天 阻抗 是 : 
_(02— 1)sh Xn+sh VC 
0 (86.23) 
而 佑 办 常数 (86.14) 是 : 
4 a (86.24) 


从 (586.19) 中 看 到 : X 随 着 2 的 二 高 而 增加 ,因此 , 输入 阻抗 玉 网 随 
频率 而 增 大 ,而 当 % 下 co 时 , 粹 人 阻抗 吏 向 于 pL 上， 这 是 可 以 交接 看 
出 来 的 。 仙 输 常数 也 随 着 疾 率 2 的 增加 而 减少 ,本 是 , 当 链 的 元 件 
的 数目 者 加 时 ,传输 常数 正 小 得 更 快 ,这 是 因为 分母 几乎 是 按照 指 
数 规律 在 击 天 。 因 此 ,将 链 的 元 件 选 择 得 足够 多 时 , 便 可 以 使 传输 
常数 ,在 频率 2 高 于 量 界 频率 的 所 有 情 天 下 ,实际 上 是 一 个 微 不 足 
道 的 量 , 链 把 所 有 高 于 临 错 频率 的 频率 “ 滤 去 了 ”。 

有 阻尼 存在 时 ,可 以 用 上 述 的 方法 来 计算 链 中 的 受 迫 振动 , 当 
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然 ， 这 时 要 利用 复数 振幅 方法 。 我 们 可 以 拒 均 匀 元 件 的 键 炎 成 加 
218 所 示 的 形式 ,在 这 个 图 中 ,51 代表 链 的 环节 的 器 联 匹 件 的 复数 
Eh Zo RR 过 脚 标 为 /的 稍 目 中 的 

元 件 纪 的 电流 复数 
振幅 ;了 i 是 在 2 下 的 
电压 复数 据 幅 。 
Re 在 外 支 外 的 电流 

eh 方程 式 是 : 


Ett (86.25) 


治 于 人 过 路 的 电压 方程 式 是 : 
一 太 十 7 十 Fi 一 0 (86.26 ) 


从 每 对 方程 式 (86.25) 和 (86.26) 中 消去 电流 ,就 入 到 : 
Vr— pr (2+3 1 :+ 了 1 (80.27) 
全 个 方 各 式 怕 明 着 三 个 串联 的 章 元 上 的 电压 间 的 关系 。 对 于 两 器 
的 租 目 而 守 ,必须 单独 地 写 出 它们 的 方程式 。 方 程式 (86.27 ) 类 修 
于 (85.6), 不 过 系数 [2 十 (人 010) 是 一 个 复数 ,万 程式 (86.27) 的 也 
可 以 求 出 ,其 形式 如 下 : 


Vi= Ae*l. 
将 于 式 代入 (86.27) 中 ,就 得 到 ee 和 的 万 程式 : 
: ch 
7 


站 这 个 方程 式 ,同时 选取 常数 ,使 得 满足 在 第 一 个 炎 卓 i -个 
欧 目 中 的 条 件 ， 我 们 就 得 到 任何 频率 2 的 受 追 振动 。 耻 于 基 和 总 
ve eminent le 
外 ， 相 位 也 随 着 网 目 而 有 不 同 。 

当 阻 尼 不 大 时 , 链 中 振动 的 情形 ,接近 于 我 们 所 研究 过 的 乱 胆 
尼 系 竹 的 情形 ,不 过 在 共振 时 i 不 会 变 成 基 限 大， 而 仍旧 是 很 
大 。 


La 


第 三 章 、 具 分 布 参数 的 振动 


$87/， 县 分 布 参数 的 均匀 系统 
我 们 可 以 化 弹性 均匀 杆 的 钦 振 动 ， 或 痢疾 有 气体 的 管 中 的 拨 
动 , 当 作 是 具有 钙 穷 多 个 自由 废 的 系统 的 振动 。 在 这 种 场合 中 , 凡 
位 在 任何 柜 截 曾 下 的 质点 都 小 着 杆 的 朝 线 作 振 动 。 在 劳 ei 
限 个 自 昌 雇 总 是 认为 系统 包含 有 的 元 件 ， 仅 仅 具 二 
某 一 种 确定 的 入 理 性 完 。 例 如 ， 和 质量 和 强人 炊 的 链 是 假定 由 没有 和 重 
芋 的 强 计 和 绝对 刚性 量 泊 租 成 i 。 有 系 敌 的 每 一 无 作 或 者 只 有 
刚度 (5 es ， 或 阁员 4 TE 量 )。 在 均匀 杆 中 , 每 一 个 元 件 ， 
急 论 多 么 小 ， 却 腕 有 潮 度 区 有 质量 ， 了 并 度 和 慎 : 最 的 大 小 与 丁 的 材 
料 己 是 竹 去 元 件 的 尺 ， 。 有 关 、 | 
在 共有 在 也 个 日 注 i 每 一 个 元 件 的 特征 是 : 或 堵 
Winall 或 者 具有 一 定 大 小 的 质量 。 振 动 系 纹 的 狗 
A 
数 和 和 从 个 元 件 的 如 接 方法 0 出 了 振动 的 问题 上面 说 过 , 杆 的 任 
何 一 个 无 任 祥 是 豚 有 了 央 度 ， 又 有 质量 的, 因此， 我 们 把 这 种 系 航 
你 为 具有 分 布 参 数 的 系 络 
现在 来 建立 均匀 杆 的 维 振 动 (或 者 在 管 中 气 体 的 振动 ) 的 方程 
式 。 用 2 代表 杆 的 划一 板 稚 面 上 的 质点 在 种 正 状 态 下 的 坐标 。 用 
代表 这 一 稚 面 的 疆 点 在 振动 时 治 杆 的 朝 线 的 伺 移 〈 图 219)，, 全 
杆 的 横 截 面积 为 8， 材料 的 密度 为 p， 杆 长 为 1， 材料 的 强 性 模 量 


GG 严格 狂 求 , 在 实际 中 总 不 会 基 这 样 的 ， 可 是 正如 前 面 警 元 指出 的 ,在 低频 振动 
上 时， 可以 用 这 种 孚 和 统 粹 进行 研究 。 
名， 可 以 加 上 ， 还 有 雄 幸 。 


error eo mA EAE rh ee io 


ee ee OA eho ree 
eee osm sr ye 


汶 B。 当 各 截面 移动 时 ,在 杆 中 所 产生 的 弹力 可 以 由 下 列 的 方法 
确定 。 
在 杆 的 一 个 坐标 为 = 让 
稚 面 附近 , 取 一 无 件 , 假 设 中 
加 219. 在 无 形变 状态 下 的 长 为 da 
那 末 , 当 形变 时 ,这 一 元 件 的 长 是 
ot yo+ do) 一 go) = d+ dy. 


因此 ,这 一 元 件 长 度 的 变化 尘 于 ; 


DY 
Fd. 


元 仁 会 血 短 或 者 伸 长 ,假如 无 件 dz 处 于 静止 状态 下 , 那 来 , 田 杆 的 
其 他 部 牙 所 加 在 这 个 元 件 坪 边 的 力 会 天 小 相等 、 方 向 相反 ( 较 
220)。 当 形变 足够 小 时 ,根据 虎 克 定律 ,这 些 力 锋 于 
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圈 220. 较 221. 


光标 7 代表 杆 的 茶 一 确定 的 和 截面 ,说 得 更 正确 些 ,代表 该 截面 
的 质点 在 静止 状态 下 的 坐标 。 它 与 在 均匀 链 中 环节 的 号 码 相 似 , 因 
此 ,在 图 220 上 ,dz 代表 这 样 一 个 元 件 ， 它 在 有 瞪 止 状 态 下 的 长 度 为 
xz 在 振动 时 ,位 移 Y 是 雨 个 变数 《时间 和 坐标 ”> ) 的 函数 。 当 
振动 时 , 当 元 件 dz 沿 杆 的 轴线 运动 时 ， 由 相关 元 件 所 加 于 这 一 元 
件 上 的 力 的 和 不 等 于 雳 ， 这 个 和 应 该 等 于 这 一 元 件 的 里 是 深 加 束 
度 (图 231)。 元 件 的 质量 为 P 8dwm 加 速度 为 2 ,因此 
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yO ol {AN\ 2， 
人) Y i JW 2 -一 oY 
p Sdv = ( ( 动 .| (87.1) 


VP pp 


J oy fi 2y ee 


这 是 关于 % 的 ， 妈 关于 杆 的 截面 位 移 的 波动 方程 式 。 假 如 / 
和 去 珊 与 和 有 关 , 波动 方程 式 就 要 复杂 得 和 多， 不 过 , 可 以 用 建立 均 
司 杆 万 程式 的 那 种 方法 ,来 建立 这 个 诅 程 式 。 
设 有 一 个 系统 ,由 责 根 平行 导 和 线 组 成 〈 痢 222 )， 如 果 我 们 来 
研 光 这 个 系统 中 的 QI) 
yh 罗 站 让 poe 
电位 振动 ， 就 会 得 : 


到 同样 的 流动 方程 cece eam 
式 。 草 求 出 长 度 为 ”一 一 一 一 一 一 ~ 2 
7 的 两 根 琴行 导 米 
中 电磁 振动 的 问题 的 精确 解 ,应 藤 衫 据 局 克 斯 威 尔 方程 求 进行 , 从 
而 是 一 个 相当 复杂 的 关 题 。 

然而 , 假如 导线 间 的 距离 与 线 的 长 度 比较 起 来 ， 显 得 很 小 , 同 


距离 为 ”的 一 段 线 ) 附 近 的 电磁 场 ， 大 致 上 看 作 是 田 ze 一 段 导线 
上 的 电 窜 wz) 和 电流 工 420 在 该 咀 间 所 产生 的 。 这 种 场所 具有 的 
特性 ,就 好 比 dz 这 一 段 是 由 翁 限 长 厂 中 划 和 邹 电 来 的 一 样 ， 沼 这 长 
线 上 均 与 众 布 着 电荷 & 一 8(%) 和 电流 了 1,=1(z%)。 因 下 , 在 导线 周 
加 的 电力 线 和 磁 通 是 位 于 与 导线 成 正 实 的 平面 中 。 电 做 努 的 理 花 
指 虽 ， 对 于 由 理想 导体 (其 电阻 等 于 雳 ) 作 成 的 无 限 医 疫 来 次， 这 
种 论据 是 正确 的 ; 对 于 我 们 所 讨论 的 图 题 来 褒 , 它 仅仅 大 致 上 是 正 
确 的 。 

设 在 瞬间 6， 通 过 两 根 导 线 上 坐标 为 2 的 截面 的 电量 各 为 
xz 和 ex(z( 轿 223). 于 是 ,假如 电力 矿 仅 仅 停 留 在 这 些 导 继 上 中， 


otro hee he pet enter psn ratte omnes dh Mtoe es Ormepamot eit reo rrr 
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那 末 ， 


Qi(%, 1) 4 Qal%, t) =0. (87.3) 
轩 这 里 扒 册 ,在 丙 根 导线 中 祭 一 个 截面 的 电波 是 天 小 租 等 ,而 且 广 
向 相反 的 ,其 实 由 (87.3) 得 ， 
30 
一 


假如 用 了 (z， 间 = 号 代表 电流 , 测 来 
ye 
后 可 切 扳 开 肢 标 ,并 且 简 日 地 假定 : 如 果 在 第 一 个 导 缕 中 的 电流 
m To, 人， 那 末 , 在 第 二 个 导线 中 的 电流 便 i lb 可 相反 。 


， 闻 坟 对 于 电量 Q(%, 蕊 求 襄 ， 也 征 一 
二 dz 一 段 导 线 闻 的 电 伺 于 


7(a;, 为 表明 着 电容 世 和 导 生 
的 电荷 间 的 关系 ;假如 用 0 米 
代 玫 电位 长 度 的 附 导 绞 关 的 电 


i 窑 , 那 来 ， 坪 导线 在 dx 一 牙 有 间 
: | 的 电容 是 0odw， 和 在 dt 一 党 时 
阅 228， 人 线 上 上 的 电量 是 


Vs WT = -有 2 dw 


这 电量 与 电位 交 芒 V(z， ;) 的 关系 是 : 


洛 导 线 的 电 压 降 决定 定 :于 导 艇 的 也 | 阻 与 电感 ， 分 导线 哩 位 开 度 的 电 
阻 为 Bo, 于 未 ,两 段 dz 的 导 和 线 以 及 连接 这 两 吕 导线 的 线 便 组 成 一 


sre me ee on ee ore me 
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eit 


个 他 路 (图 224 ) ,图 缠 这 个 过 路 的 电 李 莽 的 青 程 式 星 ， 


2 
.i 


其 中 示 是 通过 通路 的 磁 通 ， 假 如 用 Zu 代表 晶 位 长 记 导 体 的 电感 ， 
于 未 ,位 通 便 由 电流 T(x, 外 来 确定 ,或 
Pw, t) = Lodrl(%, i), 
(87.6) 


将 (87.6) 代 和 天 (87.5) 并 作 变 换 ， 


Pst dr, t)+ Rodzl(w,t)—V(%,t)=— (87.5) 


rca YET DE) 
2 Da oa 


便 得 到 第 二 个 方程 式 : Viz+g zd 
2 本 i aa 
由 Un i Tt 
(87.7) | 
由 (87.4) 和 (87.7) 这 十 个 方程 0 
式 ， 可 以 得 出 一 个 关于 电 痊 0 
QC 了 的 方程 式 , 它 具有 下 列 形 式 :: 
90 ,1 90 920 
L000 + RoOo = (87.8) 
或 者 得 唱 一 个 关于 电压 的 方程 式 : 
322 37 92y 
LoCo 广 本 十 R00 = (87.9) 


因为 1 -党 ， 所以 对 于 电流 而 昔 , 也 可 以 写 丝 同样 形式 的 方程 式 ， 
个 (87.8) es (87.9) 那 样 形式 的 方程 式 称 为 电报 方程 式 。 

假如 将 导线 的 欧 妊 律 电 有 六 陷 去 ， 邵 认为 Bo= =0, 邢 末 ,就 得 由 
波动 万 各 式 ,例如 ,关于 了 的 波动 方 程式 : 


22V 1 oo2V wy 
Fr 0 5 (87.10) 


di ti 统 ， 当 作 是 具有 和 焦 总 元 件 的 系统 的 一 种 
二 如 ee 种 等 形 , 元件 的 数值 揪 限 地 减 小 , 而 元 件 的 个 数 相 
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er 


应 地 急 限 增加 ， 卷 么 ,也 可 以 导 遇 波动 方程 式 。 取 取 一 个 低 颗 滤波 喘 
(图 215), 将 它 的 每 一 个 网 目 东 成 同样 的 两 个 , 并 便 所 有 和 刹 目 的 电 
感 和 电容 都 保持 不 变 。 这 样 一 次 文 一 次 地 和 炮 秆 外 下 去， 在 醒 况 并 
形 下 ,就 得 到 具有 分 布 电 威 和 分 布 电容 的 系 航 , 久 链 的 方程 组 (85.1)， 
在 极端 的 情形 下 ， 变 成 了 (87. 10) 形 式 的 波动 方程 式 ， 在 这 种 方 称 
中 ,坐标 2 起 着 克 目 脚 标的 作用 。 

因此 ,在 没有 摩擦 (没有 电阻) 的 均匀 分 布 的 系 获 中, 伍 休 元件 
的 振动 8 例如 (87.2) 或 者 (87.10)。 这 意味 着 ， 

这 种 


在 统 中 可 以 倩 播 乱 畸变 的 波 , 或 者 膏 (87.2) 有 这 各 尽 : 
y(%, t) = fiC%—ct)+ foals+ot), (87.11) 
在 上 式 中 ， 六 和 户 意 其 宗 量 的 任意 两 数 ,而 
二 ji (87,12) 


是 小 的 传播 速度 。 痰 治 (87.11) 中 了 击 大 帮 向 的 便 播 情况 ， 在 9 
: 225 中 活 朋 得 很 消 傈 ; 假如 
在 村 一 有 皮 间 t=0, y= f(x) 
(加 225, 0), 于 末 ,经 过 [时 
间 三 ， 伍 移 4 会 具有 如 
Vy 图 225,6 所 未 的 形式 , 也 
: 图 225， 就 是 说 ，“ 位 你 的 小 抵 
畸变 地 作 了 大 小 为 0 的 “移动 ”。 
”“ 波 的 传播 梁 度 (87. 19) 仅 仅 与 村 的 材料 有 关 , 朗 与 刚 诬 的 外 布 
参数 (ZB) 和 质量 的 分 布 参 数 (p) 有 关 。 副 加 弹性 模 让 万 , 会 使 传播 
速度 增加 ; 相反 , 卉 加 杆 的 密度 p, 会 减 小 波 的 侍 峰 迷 庶 ， 对 于 党 
Te ES: ,根据 方程 式 (87 10) 传播 速 废 答 于 


Dm es 87.13) 
i (87.13) 
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由 电学 中 和 工行 导 竹 千 位 长 度 的 电 肉 等 于 
0,= 一 一 (在 43>0 的 情况 下 )， (87.14) 


其 中 以 是 导 莹 间 的 距离 ,b 是 导 艇 的 午 径 ,8 是 导线 周转 媒质 的 介 
电 常 数 ,而 导线 单位 长 度 jo 局 等 于 
= 各 in $ (在 03>6 的 情况 下 )。 ”87.15) 
上 上 式 中 的 上 是 导线 周转 媒 人 导 磁 这 ，5 是 中安 中 的 光速 。 站 
(87.14) 和 (87.15) 代 大 (87.13) 中 , 便 得 到 : 
C0 

Vp 
也 就 是 ， 波 的 传播 速度 仅仅 与 媒质 有 关 。 将 (87.15) 和 (87.14) 相 
葬 , 并 消 虑 到 (87.16) 时 ， We 

Lo = 5 或 者 Co 一 


和 分布 电 威 和 分布 电容 之 间 的 关系 仅仅 由 媒 鲜 
公 以 及 在 径 的 大 小 无 关 。 


二 (87.16) 


人 ， 而 与 导线 的 位 


$ 88. 无 阻尼 的 均匀 分 布 采 统 的 固有 振动 
在 一 定 长 的 强 竹 杆 中 的 固有 次 拔 动 ， 不 仅 与 波动 万 程 (87.2) 
有 有关, 而且 也 与 杆 坪 端的 悟 况 有 关 。? 雪 杆 进行 的 波 , 将 由 杆 的 末端 
反射 回去 ,而 波 的 反射 规律 划 由 杆 两 端的 物理 情况 来 决定 
例如 , 当 丁 的 十 端 税 回 定时 ,这 就 玫 示 : 
y(0,2)=0 以 及 yt)=0, (88.1) 
上 式 中 , 1 是 杆 的 长 度 , 杆 的 起 端 对 应 于 坐标 <=0。 很 明显 , 假如 
号 有 一 个 向 杆 的 末端 传播 的 波 ， 条 件 (88.1) 便 不 能 在 每 一 坚 间 者 
得 到 满 是 。 因 下， 应 该 还 有 一 个 由 杆 的 末端 返回 的 反射 波 ， 合 有 


和 retrereereereneeopr 


一 去 一 回击 个 波 的 和 的 那 种 淡 ， 便 能 满足 南端 的 条 件 (88.1)。 向 
杆 的 末端 传播 的 波 , 在 固定 处 引起 了 力 ， 由 于 这 种 力作 用 的 结果 ， 
会 产生 反射 波 。 

当 杆 的 两 端 都 是 自由 端 时 ,就 有 


2y /9y 
oY =0, {< 一 0. 88.2 
.~ 0， 的 本 (88.2) 


设 有 一 个 弹 瞩 ， 支持 于 一 个 未 税 谨 j 定 的 质量 m, 假如 这 个 强 
赞 的 强力 作用 于 一 个 坐标 为 / 
(图 226), 邢 末 ,这 
端的 条 件 ， 便 可 以 用 下 刘 方 
式 来 建 玉 。 用 z 来 代 尝 
由 于 衡 位 置 的 位 移 , 那 未 ,作用 


EI 


于 杆 上 的 强力 是 
jz 一 %( 人] 一 je (88.8) 


上 上 式 中 ,大 是 强 疆 的 刚度 系数 。 强 力 应 该 壬 于 来 奖 无 件 上 的 形变 
力 : 
28( 下 ) (88.4) 
vel 


On 


今 488.3) 的 南边 耸 别 与 (88. 4) 相 等 ， 便 得 划 责 个 方 穆 式 , 由 这 两 个 
方程 式 可 以 消去 z 入 于 是 ,坐标 为 ! 的 杆 的 未 端的 条 件 是 : 


9y mm 1 9 2 : 
os 2) 1 k 2 + "(zt),. 0), (38,5) 


用 完全 同样 的 方式 ， 可 以 将 2 二 0 的 另 一 中 的 条 件 写 肌 ， 不 过 
含 导 丽 数 3 会 具有 相反 的 符号 。 条 件 (88.5) 代 浔 一 般 慷 形 , 而 这 
一 条 件 ， 在 im>0 的 极端 情形 下 ， 就 是 .条 件 (88.2)， 在 ->oo 利 
1 一 oo 的 要 端 情形 下 ,， 就 是 条 件 (88.1)。 焉 简 吕 的 物理 推理 , 这 也 
是 很 显明 的 : 假如 m->0, 那 末 , 我 们 假定 强 守 没 有 重量 , 它 使 不 人 
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a bi 产 牛 位 移 。 我 们 岂可 必用 同样 的 方 法 ， 
来 考虑 在 振动 的 杆 的 一 端的 摩 据 力 。 

一 定 长 的 均 习 杆 的 握 郝 振动 的 规律 ,和 和 维 振 动 的 规律 相同 。 

对 于 由 一 定 长 的 两 很 
奉行 导线 粗 成 的 均 刁 电气 
系统 而 言 ， 要 写 出 它 两 端 
的 条 件 是 很 简 吓 的 。 这 种 
0 也 是 各 式 各 样 的， 要 
看 在 导线 末端 速 接 了 什么 
而 定 。 

在 一 般 情 形 下 ， 售 在 

=; 的 一 端 接 有 如 贺 227 es 
所 示 的 电 跨 ， 这 电路 是 由 电感 电容 0 以 及 电 有 险 卫 里 联 和 而 成 。 开 
来 ， 在 这 一 端的 条 件 应 该 写 为 : 


FL ) -T(E) a() + lg,t), (88.6) 


假如 记得 (87.4) 时 , 那 末 , 条 件 (88.6) 便 可 以 仅仅 由 导 焰 一 端的 电 
得 振 3 坟 求 尼 区 出 。 
oy 9 地 0 | 
| 十 在 门 二 二 ( 呈 =0. (88. 
(8 ), + (B,D +t) Ge 


te list ge rn eta 
这 一 电路 接 在 2= 人 这 一 器 的 条 件 和 (88.7) 相 位 ， 不 过 
- 其 有 相 反 的 符 : 

用 取 枚 限 的 方法 ， 不 难 田 (88.7) 得 到 各 种 特殊 情形 下 的 导 禾 
清 端 的 条 件 。 例 如 ， 假 如 导线 的 南端 是 短路 的 (这 就 表示 ，7 一 > 
->y0, 0->co) 媳 来 ， 


a 


(22) 
过 dy, 
(2%),, 对 Be. 0, ( 8.8) 


V(0, 1)=0, yl, i) =0, 
不 待 说 ， 由 初等 理论 便 可 以 看 出 这 些 关系 来 。 假 如 米 的 两 端 是 也 


开 的 (这 就 是 表示 0->0), 那 末 : 
Q(0,t) =0，Q@(l,)=0, 
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或 者 根据 (87.4) 


或 者 1(0,1)=0, 70,t)=0, (88.9) 
这 也 可 以 直接 看 出 来 。 | 


设想 小田 导线 的 一 端 站 另 一 端 传播 ， 莽 作 与 南端 的 边界 条 件 
相应 的 反射 ， 当 知道 了 电压 了 洛 导线 振动 的 波动 方程 式 487.10) 以 
及 两 端的 条 件 时 ， 便 可 以 对 导线 中 的 圆 有 振动 进行 吓 党 ， 然 而 这 
种 分 析 固 有 振动 的 方法 ,并 不 总 是 很 方便 的 ,用 驻 效 法 来 邹 析 振 动 
要 方便 得 多 ,下 面 就 要 讲 到 这 个 方法 。 
”记得 $ 85 中 的 关于 在 同 种 昌 元 的 链 中 的 固有 振动 时 , 便 可 以 
假定 关于 电 符 8 的 波动 方程 式 具 有 肚 波 形式 的 特 解 : 
Q(2; 划一 六 (7)。 人 人 (t)， (88.10) 
其 中 芋 只 是 坐标 的 画 数 ,而 了 只 是 时 间 二 的 画 数 ,显然 ,在 一 团 点 ， 
电 茯 8 作 同 相位 (或 者 反 相 位 ) 的 振动 ,如 果 卫 是 洪 丽 数 ，X(z) 使 
提供 了 电 衙 振动 的 振幅 沿 导 焙 的 分 布 情况 。 
将 (88.10) 代 天 关于 电车 的 波动 方程 式 @ 


OW oz2 
912 O22 
便 得 到 : 
a2T 2 
T 02 取 dt? dv 


il 区 
本 0 ” -0 (88.11) 


名 假定 在 (87. 8 中 的 Bi=0, 并 注意 天 表示 符号 (87.18) 时 站 这 一 方程 式 可 由 
《87.8) 推 出 。 
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因 汶 (88.11) 的 右边 只 有 2 的 画 数 ， 而 左边 只 有 i 的 责 数 ， 所 以 色 
Te | 形 下 , 即 当 南边 部 等 于 同一 个 常数 ,例如 部 等 于 一 o? 
时 ,88.11) 才 能 成 下 。 因 此 , 方程 式 (88.11) 与 下 则 两 个 方程 式 等 


a2 02K 2 
2 0 , Tit 人 =0, (88.12) 


显然 ,这 些 方 程式 的 削 解 可 以 号 为 : 


=A es wi DB sin wi, 


CD i 
各 一 CO cog j++D sn 一 0， 
C C 


其 中 4, 8,0 秘 者 是 沼 数 ， 这 些 常 数 和 应 该 首 
(88.13) 能 满足 导线 南端 的 条 件 。 
当 坪 端的 条 件 不 周 时 ， 所 求 得 的 关于 这 一 问题 的 解 会 相差 很 
和 还 ， 现在 来 研究 这 一 问题 的 任意 一 利 懂 形 ,， 例如 ， 当 导 禾 2Z=0 的 
了 开 ，%2 二 | 的 一 融 接 通 的 靖 形 ， 在 其 他 的 情形 下 ， 可 以 用 类 
位 的 方法 求解 。 了 于 是 ， 根 据 (88.8) 和 (88.9), 在 任何 瞬 阅 !， 阔 数 
Ag) 部 应 该 少 是 下 记 条 件 : 
到 (0) 王 0， ( 动 ，=% 


(=0, GOY 0; (88.14) 


DD 可 以 是 任意 值 , o 则 应 该 这 广 样 选择 ， 务 使 它 能 闯 足 (88.14) 的 第 
ee 二 个 等 式 。 三 角 方 程式 
wt 
cog -一 一 和 
隐 
具有 和 继 穷 多 和 组 解 :Bl 
4 一 (2s 十 1), 其 中 s=0, 1, 2, (88.15) 


济 ,。 具有 振动 闫 率 的 物理 意义 。 园 此， 是 


四 和 解 (88.13) 可 以 看 
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系统 振动 的 固有 频率 。 果然 如 我 们 所 证 期 的， 时 于 系统 有 多 瓷 多 
个 自由 度 , 便 有 儿 穷 多 个 加 有 频率 。 
因此 ,在 这 种 情形 下 ， 特 解 (88. 10) 可 以 写成 : 
Q(t) = Ds gin 人 Sin (wst- ps), (88.16) 


这 里 不 用 常数 4, B 和 D, 而 引用 了 Ds, 和 9; 这 十 个 常数 。 对 于 每 
一 个 固有 频率 o。 而 言 , 都 可 以 号 出 (88.16) 的 解 , 因 虐 , 汉 解 等 于 : 


Oa 


Q(%, 1) = > Qs(%, t) = > Ds sin 2 sin (os 十 os)， 


$= 人 0 3 人 0 


(88.17) 

上 式 中 的 D, 和 9p; 是 由 起 始 条 件 所 决定 的 常数 ,这 一 点 ,将 在 
下 面 指出 。 

(88.16) 的 每 一 个 回 有 振动 代表 一 个 正 纤 驻 波 :每 一 点 的 电 谷 
随时 间作 雍 振 动 ， 关 与 其 他 点 的 振动 回 相 位 (或 省 及 相位 )， 一 切 
点 的 振动 振幅 一 般 是 不 相同 的 。 振 动 振幅 沿 导 让 的 苏 布 由 商 数 
sin 一 来 代表 , 并 称 为 固有 振动 的 波形 。 关 于 头 几 个 锋 认 的 电 疹 

32 So Se0 振动 振幅 沿 导 线 的 外 布 ， 

AR ef 如 国 228 狐 水 。 电 穴 的 往 

一 个 频 弛 的 固有 气动 波形 
是 一 个 正 强 流 ， 它 并 学 线 
的 于 C2 二 0) 为 次 ， 而 在 
” 导 缕 的 另 - 一 器 (*= 门 为 最 
大 值 ， 如 果 候 定 己 知 振动 
有 “正弦 波 ， 著 
来 上 面 所 名 的 这 些 ， 部 可 
下 由 消音 的 物理 推理 来 确定 。 振动 振幅 | 也 纤 于 机 的 点 称 为 太 ， 耐 
振动 振幅 为 最 大 备 的 点 称 为 腹 。 在 这 种 情形 下 ， 我 们 是 对 电 茶 Q 


和 一 关 第 三 章 具 分 布 参 数 的 振动 采 统 _ _347 


ee 


的 加 在 振动 婆 ee 3E， ee i 小 未 ， 对 于 电 
流 振 动 而 谓 ， 有 同样 的 波形 。 央 此,7 i 在 均匀 导 匀 和 呈 
的 短 一 “1 oie niet 
为 节 , 而 在 接 通 的 一 端 汶 股 ， 当 知道 这 些 时 , 合 可 以 简 砷 地 算出 臣 
有 频 雁 @;。 由 一 般 的 严正 的 理论 仅仅 知道 ， 在 均匀 系 入 的 情形 
下 , 因 有 频率 有 搂 益 多 个 ,而 生 , 每 一 频率 的 振动 小 形 部 是 正弦 小 。 

现 个 石 ( 或 者 腹 ) 之 阅 的 距离 称 为 年 个 波长 , 我 们 用 入, 代表 小 
长 ,因此 ,根据 (88.16), 得 


1 一 二 (88.18) 
假如 用 7,= 代表 固有 振动 的 周期 , 那 末 ， 

多 的 (88.19) 
也 就 是 ， 波 长 人 绽 下 的 波 在 时 间 7 内 ， pe 
局 期 内 所 组 过 的 路程 , 因此 )。 称 为 系统 的 固有 波长 。 在 我 们 所 考 


虑 的 情形 中 , 棚 据 阁 228, 导 准 的 长 度 1 总 ee 四 分 之 一 的 


波 攻 ,或 者 根据 (85.15) 和 和 (88.19 ) 
从 


(= (38 十 1 其 中 8 王 0, 1 2, 3… 
用 这 一 等 省 于 地 求 贡 国有 波长 的 钙 ， 
41 | 
了 其中 8=0, 1, 2, 3…， 88.20 
os | | ( ) 
设 有 均匀 外 布 系 和 统 ， 几 具有 (88.3) 和 (488.9) 类 型 的 边 甸 条 件 ， 


eh 


es fp 2 i 0 Ss 攻 着 中 ， ys 


YY ti ms pi ee 此 后， 网 
o 使 可 以 根据 (88.19) 求 凡 圈 有 闫 棕 。 


tt pt nie Ware ep epee 


相等 于 坪 恨 于 行 导线 的 雨 端 痢 断 开 或 省 部 接 授 。 


348 所 动 理 有 认 | 洽 


例如 ， 对 于 丽 端 回 定 的 丁 (或 者 雨 端 断 开 的 导 米 ) 而 是， 在 
端 , 是 位 器 (电荷 及 电波) 振动 的 节 ; 对 于 丽 端 自由 的 任 (或 者 接 泛 
的 导 著 ) 而 言 ,在 击 端 ,是 位 移 (或 者 电荷 及 电流 ) 据 动 的 腹 。 因 此 


杆 (或 导线 ) 的 长 度 i 锋 于 年 个 固有 小 长 的 整数 佑 : 


由 上 面 得 / Ms = 二， (88.21) 
其 中 s=1, 2, 3, 4… 因此 ,根据 (88.19), 固有 频率 锋 于 


2 6 C8 ee 
(Ds 一 WE (88.22) 


Te 入 


将 波 的 倩 播 速度 的 俏 代 人 上 和 式 ， 便 得 到 当 杆 的 琴 端 固定 (或 考 自 
由 ) 时 ,关于 它 的 比 振 动 的 加 有 渗 这 ， 


Ts/ 到 
人 p? 8 一 1, 9 of 3 "yy (88.29) 


其 中 轧 是 是 更 性 模 是 ,而 是 密度 吉 ， 汪 有 长 度 为 1 的 而 根 平 行 必 缕 ， 
它 的 丽 端 短路 或 者 断 开 ,对 于 江 种 系统 中 的 电 振 动 前 桔 ， 


MT SC TS Co "one 
(0 8 me 了 多 -一 = 一) 级 人 7 SSE (88.24) 
t en 


上 式 中 ,8 和 分别 代表 导线 周 图 媒质 移 介 电 常 数 和 磁 常 玻 ， to 
3 X10? 厘米 / 秒 是 黄 空 中 的 光速 ， 

”现在 来 研究 在 --" 定 的 起 始 条 件 下 ， 两 端 断 开 的 电 莪 中 的 固有 
振动 。 不 难 就 明 ,在 这 种 情形 下 , 电荷 的 固有 振动 可 以 写成 跟 公 式 
(88.17) 相 似 的 形式 : 


Cn 
以 (2 t) = 3 Dp, co8- -省 Sin( wat Tt 1) (88.25) 
a 


其 中 os 由 (88.24) 来 决定 ， 而 2 和 9; 为 常数 ， 在 起 始 吧 并 /= 
时 ;全 在 导线 中 电荷 的 外 布 汐 Oo) » 电流 的 分 布 4 +. 0( 光 ) /sy as 


第 二 甘 第 三 章 ”有 具 分 布 参数 的 振动 系统 349 
本 0 
Q(%, 0) =Qo(%), (5) =1,(%). 
=0 
蓝 末 ,将 (88.25) 代 人 上 式 , 得 ， 


Ce 
i 
Qol%) = > D, cog 一 一 Si Ds, 


3 二 并 


Co 


To(o)= > 
s=1 


将 ( 88.24) 的 os 的 储 代 人 上 式 》 得 


人 0 
Dsws 608 一 一 608 Ws: 


CO 
Fy TEV 
Wo(w) Ss > D, Sin 0D， 608 . 
s=1 


L(y) = 2 41), Og Pee0 Og 人 


有 j 求 得 ee bb ,和 ee i ee “是 ， 0 D, 


上 是 gi 


6 
Dan vy | Qo(%) cos ad%, 
0 


(88.26) 
SX ， 
Ds 608 p's = 一 | To(%) cos de, 


其 中 s 一 1,2,3…。 因 此 ， 匠 如 给 定 了 虽 流 的 起 结 牙 布 To(z) 和 电 
衔 的 起 始 分 布 pe 末 未 ,就 审 储 地 决定 了 电 克 固 有 振动 的 振幅 
D:( 在 腊 的 振幅 ) 和 每 个 振动 的 起 始 相 位 p*。 知 道 所 有 这 些 量 时 ， 
便 不 难 求 出 其 他 各 量 (电流 以 及 导 厂 间 电 位 闫 ) 的 振动 


应 该 认 住 , 人 Q(%， i ) 是 指 在 瞬间 t 通过 稚 面 2 的 1 电 兴 ， 因素 ,学 


tore 
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线 间 的 电 亿 盖子 与 2 成 正比 [公式 (87.4)]、， 在 物理 学 , 肖 常 给 
定 电 位 差 Fo(z), 那 未 ,根据 (87.4) 


ee 
Vo(%)= 人 (5 
或 者 Qs) = —00 ) Vo 
0 


当 优 阻尼 系 入 的 一 端 在 非 齐 次 条 件 下 ,例如 公式 (88.7) 在 = 
-0 时 所 表 出 的 那 种 形式 时 ， 其 加 有 振动 的 入 算 和 外 析 也 是 这 样 
进行 ,只 不 过 是 计算 要 比较 繁 一 些 。 


$ 89. 在 非 齐 次 边界 条 件 下 的 固有 振动 的 例子 


当 导 米 的 一 端 接 有 荣 稀 元 件 于 ,为 站 指 只 决定 革 轩 有 有 拓 动 得 国 且 是 帮 的 方法 ， 再 
在 来 研究 一 端 接 有 电容 器 (而 劝 一 端 租 路 的 导 秘 中 的 国有 揽 动 ( 则 2297)。 


上 et 
RE EL 一 当 


| 329. 
在 演 种 情形 下 ,根据 (88.7), 演 界 条 件 可 以 加 为 下 列 形 蓄 。 
6 ry ,OOO i a 
(8), ,=0 4 DHE (RE) =0. C89.1) 


Am 
把 (88.10) 利 (88.18) 的 解 代 到 这 里 , 便 得 : 
四 A | 
D=0,0 | cog 0 din |=0. (89 ,21 
(89.23) 的 第 二 个 每 式 就 提供 了 次 定 国有 频 涂 的 方程 站 ,此 趟 应 小 改 轩 为 : 


wb (! wt | 
ctg ~ 本 (80.8) 


上 上 式 中 的 C*=10， 是 整个 导 禾 的 电容 , 通常 用 加 佣 法 末 解 亡 程 式 (89.31 在 图 230 .上 
= 所 ，, 国 此 ， 方程 式 (89. 3) 的 恨 移 对 应 对 &1, ip 和 7， 等 值 ,小 些 值 是 站 线 CO/O*) 和 和 
余 切 曲 禾 的 交点 的 权 集 标 。 当 求 出 ,Es i 时 , 便 得 到 辕 有 频率 : 


; G ea < 
《3 二 上 旭 》 to ee 刘 间 身 (9 , | 2 
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RA ee Lionowerrree ee ee 


中 作 鸭 (8 280 


ee ee 


导线 一 端的 电容 比 整 个 导线 的 电容 小 得 多 
凌 


于 ， | 于 导 粮 一 坟 断 开 另 -一 映 短 路 时 的 频 素 。 谍 就 是 说 ， 园 在 频 : 
es 遇 初 符 物 惠 的 推理 , 这 是 很 显然 


的 ， 假 划 在 导线 一 端的 电容 
es 电容 比 起 水 ， 
最 得 很 小 ,， 闭 来 ， 这 种 情形 
ee 让 线 这 一 端 是 天 
路 的 情形 。 

和 前 前 完全 一 样 ， 由 湖 
280 的 作 图 上 以 及 简 畦 的 拆 
理 ， 可 以 看 出 ， 当 0 污 O* 
上 ,国有 闫 囚 特 接近 于 导 征 
丙 端 短路 时 的 轩 有 冰鞋 
(88.22), 二 出 230， 

求 唱 了 了 园 有 装 玲 wi) os 
的 值 凡 后， 特 它 代入 
(88.13)， 并 尘 虑 到 (89 .2 1) 
如 ， 僻 求 出 了 了 关于 年 个 固有 
捧 动 的 振动 波形 。 在 鸭 231 
上 上 大略 地 给 出 六 头 几 个 
( 低 狠 ) 因 有 握 动 的 波形 ， 敲 
频 记 的 波形 接近 于 电容 器 
短路 时 的 波形 。 

最 好 用 较 280 来 研究 一 下 , 当 电 容 0 由 等 变 到 c 时 , 找 动 的 波形 会 移 样 亚 化 ， 我 位 
建 详 强 者 把 这 当 帝 题 做 。 


EE 


$ 90. 固有 振动 波形 的 正 交 性 


国有 振动 的 波 : 形 代表 着 这 种 振动 沿 系 统 的 振幅 众 布 ， 和 具 多 
个 自由 度 的 系统 中 的 正 划 振 动 的 振幅 分 布 相似 。 

因 玫 ,加入 了 振动 的 波形 所 具有 的 正 变 性 的 条 件 , 和 有 具 多 个 自由 
度 系 和 统 中 的 振幅 耸 布 的 条 件 (75.6) 是 一 样 的 。 | 么 样 的 分 布 
系 弥 、 即 分 是 个 均匀 的 ) ,不管 它 责 端 具有 什么 样 的 条 体 , 上 述 这 条 


eT CE ee ree ee nee ph. etrete Thom ett ment 
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件 @ a et 
全 画 数 X: 代表 关于 频率 orx 的 振动 小 形 ， 画 数 六 ; 代表 关于 
os 的 波形 , 那 末 ,方程 式 \088.12) 可 以 瑟 为 : 
及 % 十 -- pK 一 0， 
/2 (90.1) 
Ket Ki 
用 X; 线 第 一 个 等 式 , 用 X! 乘 第 二 个 等 式 ， 人 然后 再 用 第 一 式 减 第 
二 式 时 , 便 得 到 
RLRs— RI Rr RN) = 0. (90.2) 


沿线 由 0 到 ! 来 深 项 积分 ， 
2 


《 
(D2 一 一 (0) 六 
1 (KEK KK) de 一 下 Xda 
必 
0 


枝 注 意 ， XX 一 XX (XIX XX:), 
因由 ,六 省 一 个 积 共 等 于 : 
CC CC Ct a 
(90.8) 


如 果 在 两 端 X 或 者 X 等 于 0, 滥 未 (90.3) 电 你 于 雳 ,| 
6 
(O “ Wot CR ) | XX 大 sO ns 0 . 人 () .4) 
0 


因为 os 二 on 闭 末 ,对 于 任何 两 个 不 同 小 形 的 国 加 有 拓 动 别 辣 ， 


XeX ly 一 人， (90.5) 


| 4 大 时 ,上 式 是 固有 波 诊 正安 姓 隆 的 条 件 。 


Re ee 


中 在 靖 端 , Y 二 0 或 者 5 = es 


和 二 般 钊 三 重 ] 县 分 六 布 参 数 的 振动 杀 入 858 


应 该 注意 ,对 于 县 有 非 齐 赤 这 界 条 体 的 条 芍 而 这 , 正 交 性 的 和 
件 (90.5) 将 有 具有 某 些 不 同 的 形式 。 


$91. 具 阻 尼 系 入 的 固有 振动 
当 杆 作 固 有 给 振动 (或 者 当 管 中 的 气体 作 振动 ) 时 ， 如 果 使 拓 
动 闭 生 圳 减 的 摩 信访 ， 与 丁 的 镍 穷 小 这 元 的 位 沈 速 度 成 正比 ， 蚤 
末 , 分 析 图 有 振动 使 不 会 有 多 大 的 困难 。 在 电 振动 的 情况 下 , 假 和 
沿 导 萎 的 电场 分 量 ， 可 以 大 臻 认为 比 垂直 于 导线 的 电场 落 量 小 征 
多 时 ,也 是 这 样 。 这 时 会 有 “电报 方程 式 ”(87.8): 


92 D2 
Ft oy 


现在 来 研究 当 导 线 两 端 断 开 时 的 固有 振动 ， 这 种 振动 六 足下 忒 用 


Q(0,1)=0,，Q(0,1)=0. (91.9) 
Rh ein ot searing 

-上 
Eu 0 |) 的 及 F 波 型 式 的 解 , 仓 : 

Q(%, t=)TH). (91.3) 
和 以 前 一 样 ,这 里 入 仅仅 是 x 的 画 数 ,而 7 仅仅 是 时 间 上 的 函数 。 
将 (91.3) 代 大 (91.1) 任 作 变 换 , 便 得 到 ， 

cd 和 WP RoaT 


Mme er 


v2 do dt Lo At (91.4) 


其中 c=1/1 T6505 是 波 的 传播 速度 。 等 式 (91.3) 的 每 一 边 都 应 蔷 
锋 于 一 个 常数 ,例如 等 于 一 。2。 因 上 邮 , 方 程式 (91.4) 相当 于 下 列 琴 

个 方程 式 : 
2 Keo wp 


a 
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MN wy, 
17 一 二 从 Cs 二 外 


这 两 个 方程 式 的 解 可 以 写 汶 : 


| GOS 2 sin < 
e 6 


(91.5) 
T= De™ i oeog( wt P), 


Se Lo 
2 


现在 仅仅 把 下 齐 边 界 条 件 加 于 曾 数 和 4w): 
XO0)=0, X(!) =0， 


J 和 有] 2 := 02 一 02， 


/ "” 
2 4 二 () 省! sin 一 = 人们 (91.G) 


时 ,这 些 条 件 能 满足 
由 万 程式 (91.6) i 于 曾 一 个 等 式 -可 : 小 贡 有 有 | 人 下 1 | 何人 十 ， 这 此 
和 亿 等 于 当 ho=0 时 系统 的 固有 闭 绕 ， 
TOE 


(8 (C84.7) 
; 91.7, 


其 中 8 二 1, 2, 3, 生 :… 
” 殖 (91. Re 3), 便 求 再 了 了 关于 一 个 同 有 振动 的 


Dse™ 5! sin 7 Veog (cos — 024 ps), C91.8) 


一 般 形 式 的 固有 振动 是 * 等于 所 有 住 (s=1,2,3.… 的 振动 
(91.8) 的 和 ， 


4 


| 


(91.9) 


始 条 件 求 确 定 


和 前 面 的 (88.26) 一 样 ， 上 式 中 的 D, 和 9 是 由 起 


es 过 
党 二 糯 。 第 三 章 具 分 布 参数 的 拔 动 邓 统 3585 


的 ,而 2, 划 田 公式 491.7) 来 确定 。 
由 表达 式 (91.9) 可 以 看 出 ， 和 有 系统 中 每 一 个 固有 振动 的 波形 都 
与 阻尼 翁 关 。 所 有 频率 的 振动 都 随时 间作 同样 的 赛 减 ， 倡 阻尼 的 
碱 莉 由 各 不 相同 , 它 随 着 频率 的 增加 而 下 降 , 假 如 对 于 一 次 谐 波 而 
车 ,过 程 是 振动 的 [4rc/z>9]， 那 末 ， 对 于 所 有 固有 频 牵 的 过 程 
上 计 也 起 一 样 。 


$ 92. 具 分 布 常数 的 均匀 条 统 中 的 受 迫 振动 
在 一 般 情 形 下 ,外 来 作用 (和 外力 ) 会 沿 着 系 闵 修 布 ,不 过 通常 在 
实际 则 题 中 所 遇 到 的 是 一 种 比较 简介 的 情形 ， 外 力 集中 在 系统 的 
某 一 处 (或 者 基 些 处 ) ,常常 是 集中 在 系统 的 一 着。 因此 , 设 有 一 根 
有 限 长 的 杆 , 其 一 端 受 外 力作 用 ( 轿 232), 现在 来 研究 这 杆 在 扰 麻 
控 情 光 下 的 受过 纵 振 动 。 


并 232. 
杆 的 另 一 端 是 自由 的 ,因此 , 边界 条 件 必须 写 为 : 
-Bs (2 ) a (2). =0, (92.1) 
Vs) t= 


[dd 


上 上 式 中 ， 0 en a 2 的 截面 的 位 移 。 


这 样 提 时 的 关于 村 (或 者 管 中 气 体 ) 的 振动 问题 ， 完 全 与 永 种 
系 线 中 的 电 振动 则 题 等 效 ， 这 种 系统 部 是 由 两 根 平行 的 导 薰 狙 成 
的 9 苦 在 一 昨 连 有 也 动 势 (0 8 (1),， 在 另 一 妆 短 政 ( 网 > $33), 


356 . 据 动 理 请 5| i 


We - Mr ee terme en 


将 关于 杆 中 效 振 动 的 方程 式 (87.2) 和 关于 电 嫉 中 电 答 振动 的 
方程 式 (87. 8) 加 以 比 驶 ， 使 可 推出 : 


可 以 用 4 来 代称 y 
可 以 用 F(t), 


可 以 用 元 来 代 在 Bs, 
可 以 用 Lo 求 代替 pe. 
因由 ,将 关于 杆 的 振动 间 题 的 解 按 照 (92.2) 代 换 以 后 , 便 得 山 关 于 


导 烤 中 电 振 动 问 题 的 解答 。 
现在 研究 在 正 弦 外 力作 用 下 杆 的 艇 受 z 泊 振动 世 束 是 假定 : 


| (92.2) 


站 (下 ) = fei? t , 
仿照 前 面 的 方法 ,假定 所 费 生 的 受 迫 振动 只 有 频率 p, 或 者 
WEB 2 £) 二 六 (2 et， (99. 3) 


血 (92.3) 代 大 效 振动 的 基本 方程 式 (87.2) ,就 得 到 关于 确定 振动 波 
形 的 方程 式 


dX 
0 7 十 2 下 一 0 
于 式 只 有 下 区 通 解 : 
(ww)=4 co8 ， , + B sin . 1 (92.4 1) 


其 中 4 和 是 常数 ,显然 ， i ge 1)。 移 (92.4) 代 入 
(92.3), 然 后 代 人 (92.1) 的 第 一 个 条 件 , 便 得 汉 ; 
: BST Bei?: =F(t)= Pei?t, 


Pp eh | 
因 距 ， B= 8 (92.5) 
将 (87.12) 的 泌 的 分 布 速 度 的 侯 c=1 Bf/o 代 和 人 (92.5)， 便 得 到 


~ PSVEp z 
然后 将 (92.5) 代 人 (92.4)， 基 这样 选 择 4， 使 得 (93.1) 芯 第 二 个 条 
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rp pe 加 ein a ~ i 
mr er ee oath ret 
bi 


件 能 痛 趾 ,这 样 便 得 册 方 程式 : 
eh 


2 
| Asin 一 二 -GO08 |=0; 


人 DD 后 1 < 0 人 
人 on 》 村 二 一 一 we ctg 5 (92.6) 
pS Bp 5¢ 
将 4 各 的 值 代入 (92.4), 便 得 到 受 迫 振动 的 波形 : 
KX(2)=—- ee. 法 | (: ctg2 cog + si 经 ) (92.7) 


用 e™”! 线 上 式 , 使 得 到 ys(z, 轨 , 这 就 是 杆 的 每 一 蕉 面 的 受 迫 振动 。 
可 以 引信 杆 在 窜 面 “= 0 的 动 刚度 ,根据 动 刚度 的 定义 ， 它 是 
力 的 复数 振幅 和 着 力 点 位 移 的 复数 振幅 的 比 竺 。 因 此 ,根据 定义 


a F, 
K= (0) (92.8 ) 
将 (92.7) 的 (0) 代 大 上 式 , 便 得 : 
pn 局 1 万 p。 D 
玉 = 一 一 一 一 一 ， (92.9) 
tat: 
[全 
81/ 一 量 具有 摩擦 系数 的 因 交工 定 关于 |， 并 可 称 为“ 流亡 
系 煞 "。 这 个 区 仅仅 与 埠 面 的 大 小 和 村 的 材料 有 关 ， 而 与 频率 2 无 
尖 。 动 删 度 到 与 里 率 有 关 , 它 是 pte Mi]e 的 画 数 。 显 然 ， 在 了 杂 些 


频 答 了 时， 到 (2) 将 等 于 雳 ,根据 (92.8) ,这 就 表示 X(0) 习 0 ,振动 的 
振幅 为 无 鸭 大 ,在 外 力 的 作用 下 , 杆 中 发 生 了 共振 振动 , 因 陛 ,和 前 
面 一 样 ,共振 振动 的 条 件 是 

K( pa)=0. 
同样 也 会 有 这 种 频率 po， 当 频 本 等 于 这 种 值 时 ， 

K(po Fo 
在 这 和 情形 下 ， X(0) 一 0, 对 频率 po 而 车 , 杆 代表 一 个 具有 无 穷 
刚度 的 支柱 ,这 种 情况 常常 税 用 来 抑制 振动 。 
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当 研 究 和 频率 的 优 存 关系 时 ， 我 们 仅仅 交接 知 六 1 滨 力作 月 
的 截面 的 振动 。 在 实际 中 ;这 常常 也 是 重要 的 。 可 是 , 归 亚 解 公 党 
的 振动 过 程 ， 就 必须 先 弄 消 (9 99.7) 的 振动 波形 如 何 随 吞 闫 夷 的 到 
化 而 变化 。 

为 了 使 所 举 的 例子 多 样 化 起 见 ， 现 在 就 以 本 节 开 头 叭 到 的 纤 
钱 中 的 电 振 动 为 例 ,来 研究 其 受 兆 振 动 的 波形 。 

设 电 钱 由 一 端 短 路 的 两 扯 行 导 嫉 租 成 ( 交 238)， 首 先 写 出 电 
弹 的 输入 复数 阻抗 的 秆 ,我 们 记得 , 动 刚 度 类 似 于 不 大 大 党 用 的 复 光 
电容 的 倒 数 ,在 电工 学 中 常常 利用 复数 阻抗 , 复数 阻抗 与 复数 廊 描 
系 系数 类 位 ， 而 摩 所 系数 (14.13) 等 于 


ee Le 


-一 一 一 (92.10 


按照 (92.29) 的 对 比 , 将 (92.2) 中 的 力学 量 用 电学 是 求 代 换 ， 这 样 代 
| :电线 的 复数 输 人 阳 抗 2: 


ye 4 
;> Vb a (92.11) 
gl 全。 /0 jo ote2 


WLof00 一 量 称 为 电线 的 波 阻 则 抗 ， 这 十 硕 最 字 站 输入 了 胆 抗 护照 
正切 规律 依存 于 频率, 因此， 有 一些 下达 的 位 会 使 得 阻抗 为 堆 ( 洪 
振 ), 也 有 一 些 频 率 的 储 会 使 得 阻抗 为 揪 穹 大 (阻抗 基 振 )。 在 后 一 
种 情形 中 , 电 半 是 一 个 理想 的 绝 炉 体 ,在 工程 技术 上 ， 例 如 在 和 翅 裔 
高 频 伪 电线 时 ,常常 利用 这 种 情况 。 

图 233 所 示 的 电 糙 由 责 根 导线 组 成 ， 现 在 来 研究 这 电线 中 的 

人 迫 振动 , 电 社 % 的 受 追 振动 的 波形 ,和 杆 的 比 振 动 黎 形 中 y 的 波 
形 完 双 相同 。 假 如 按照 (92.2 许 (92.7) 中 的 力学 量 换 成 电学 便 , 那 
未, 便 和 得 到 |]: a 四 


及 (3 ) 一 bd a £34 sin 
D ] Lo 世 [0 & 
Oo 
G0 cog : 全 —%) 
= eg (92.12) 
D i 2 
/0 作 
2 
(Ll—%) 
天 Cs 
办 此 ， Q(%, » = -一 -一 人 eipt (92.18) 
WD | ogin 2 
C0 


汶 了 便于 分 析 起 见 ,我 们 不 馆 究 电 社 的 振动 ,而 去 全 究 电 位 
V(w, 轧 的 振动 。 电 条 各 电位 彼此 闻 的 关 梁 ， 由 公式 (87.4) 裘 时 ， 所 
以 , 将 (87.4) 代 入 慌 达 式 (92.13) , 便 得 到 : 

sin 全 (7 一 0 


Vy (2， » ) = 0 一 0 ipt (92. 1 4) 


Sin -一 
人 


当 z=0 时 ,了 =@o, 而 当 %=1 时 ,了 =0, 因此， 所 求 得 的 解 是 满足 
边 午 条 件 的 。 : z : 

现在 来 腾 和 研究 一 下 受 连 振动 的 波形 和 频率 ? 的 依存 关系 。 
我 们 不 用 频率 2, 而 i 狐 对 应 的 波长 ,根据 定义 


2 人 厅 


入 二 02 
» 
因 焉 ,电压 振动 的 波形 可 以 号 为 : 
sin 二 (1 一切 Sin 97 
0 a 和 和 (92.15) 
sin 2 Sin 人 一 
履 : 入 2 


在 轿 234 上 ， 表 明 一 个 关于 任何 入 香 的 振动 波形 的 简单 作 图 法 . 


360 振 动 理 训 1 花 


te 


sont 


由 2 二 ! 的 一 点 沿 横 坐标 向 后 取 一 段 用 等于] 然后 道 过 点 (0 80)， 
作 一 个 和 波长 和 相对 应 的 正 纤 小 ,在 0 一 ! 这 一 段 的 正弦 波 部 分 提 
供 了 电压 振动 振幅 的 分 布 。 如 果 和 <4 作 圈 法 也 是 这 样 注 行 。 
现在 来 看 看 
牵 2 由 千 丧 加 时 ,或 
者 和 时 ce 减 小 时 , 振 
动 的 小 形 怎 样 变化 。 
在 图 235 上 ， 


| 对 应 于 0< p< 
半 234， wy 全 的 频 : | _ 
同 的 波形 。 当 振动 频率 接 


近 于 rc//， 即 接近 于 责问 
短路 系统 的 第 一 个 四 有 频 
雁 时 ， 腹 的 ! 包 压 振动 振 畅 
开 妨 伟 剧 增加 ; 当 频 夷 低 
于 Te/ 时 ， 一 切 ! 点 的 拓 动 
守则 相位 。 

在 阅 286 中 ， 惧 明 频 
到 在 (Te/ 人 < p< (29mefl) 
这 一 范围 内 的 受 泻 振动 的 
波形 ， 

把 公式 〈92.15) 以及 
网 235 和 和 网 286 加 世人 外 
析 ， 蒜 可 以 看 天 ， 当 外 电 
动 0 i i pa es | 


了 
肝 等 


第 二 往 。 ”第 三 人 童 具 分 布 贿 数 的 振动 邓 统 361 


epm mate toro erm ator mr eee 人 


pope 


te Soden 人 ee 


we Rs 不 a 8 人 

还 可 以 这 样 来 说 明 : 很 如 外 电动 热 的 频率 笑 于 系统 的 回 有 频 
吾 , 那 末 , 外 电动 势 是 加 在 电流 振动 的 节 上 ,这 时 没有 共振 。 

在 受 :党 振 动 的 情况 下 ， 当 电 米 的 长 度 等 于 奇数 个 四 苍 之 一 的 

波长 时 ,在 接 有 电动 势 的 一 端 , 总 是 电流 的 节 。 

这 种 分 析 的 到 部 结果 ,可 以 直接 应 用 到 机 械 系 统 上 ,例如 ， 应 
用 到 了 闻 232 所 示 的 杆 的 振动 上 。 当 正弦 的 外 力 加 于 杆 的 自由 的 一 
端 时 ,在 这 种 情 吏 下 : 当 外 力 频率 和 两 端 自 四 的 枉 的 回 有 频率 相等 
时 ,也 就 是 说 ,在 固有 振动 的 情况 下 ， 当 位 移 振动 的 腹 发 生 在 着力 
点 时 ,就 会 效 生 共振 振动 。 z 

假如 杆 受 外 力作 用 的 一 端 牢 牢 地 固定 着 ， 尖 外 力 频率 等 于 这 
一 杆 的 国有 频率 时 , 基 不 会 长 生 共 振 。 在 杆 中 激励 了 固有 振动 ; 它 
具有 是 够 大 的 振幅 ， 以 保证 受 力作 用 的 截面 不 运动 。 对 于 这 些 频 
素面 冒 ， 杆 具有 和 人力 劣 大 的 刚度 。 z 

当 杆 一 端的 位 移 是 狂 定 时 ， 居 完全 又 是 一 个 情形 。 这 时 ， 和 
“电流 共振 ”($ 17) 时 完 侍 一 样 ,在 这 种 情形 下 : 当 外 来 作用 的 频率 
和 和 一端 客 固定 的 杆 的 固有 频率 相等 时 ,会 发 生 共 振 ; 与 此 相反 ,在 
日 由 杆 的 问 有 频率 时 ,不 会 发 发 年 共振。 换 句 话说 ,假如 做 移 的 振动 
是 给 定 在 位 移 振动 的 噶 上 , 那 末 ， 当 频率 (外 来 作用 的 关 率 和 固有 
频率 ) 重 合 时 ,不 会 发 生 共 振 。 假 如 位 移 是 输 定 在 位 移 的 节 上 ， 那 
末 ， 当 括 i 


重合 轩 ，# 会 发 生 共 拓 共振 。 

前 面 所 名 的 ,党 公 可 以 适用 于 讨论 两 根 导线 中 的 电 破 振动 , 候 
定 这 振动 不 是 由 导航- 器 的 电动 势 沂 引 起 的 ， 而 是 由 答 迪 的 电流 
所 引起 的 ,或 阁 说 是 在 有 这 样 一 种 设备 的 情况 下 所 引起 的 ,这 种 设 
备 能 保证 电 匀 的 一 端 有 其 一 定 振 幅 和 频率 的 电流 振动 。 
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我 们 详 和 从 析 过 当 外 来 作用 加 在 系 入 的 一 端 时 的 受 锯 振动 ， 


当 外 来 作用 是 加 在 系 入 的 两 端 之 关 的 基 一 点 ( 革 一 截面) ) 时 ， 还 是 
用 这 个 方法 来 分 析 。 民 是 受过 振动 除了 应 该 消 是 飓 瘦 的 条 任 以 外 ， 
还 应 该 满足 一 些 在 外 力 着 力 点 的 守 充 条 件 。 , 


1. 
2. 
3. 


9. 
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